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SEKILLER DiZiNi

Sekil 2.1.  Kalin ¢izgi denklemin x,(€) olan ¢6ziimiinii temsil ediyor,
noktali ¢izgi serinin O(g?)’de kesilmesiyle elde edilen
¢Oziimii temsil ediyor, kesikli ¢izgi serinin O(&3)’de

kesilmesiyle elde edilen ¢6zliimii temsil ediyor



SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

B :Beta fonksiyonu

C :Komplex sayilar kiimesi

C[0,) :[0,00)’dan R’ye siirekli fonksiyonlarin kiimesi
D¢« :Riemann Liouville kesirli tiirevi

D& :Caputo kesirli tiirevi

Dy :Riemann Liouville diferintegrali

Dyt :Caputo kesirli diferintegrali

E, :Tek parametreli Mittag Leffler fonksiyonu
Eup :Iki parametreli Mittag Leffler fonksiyonu
r :Gamma fonksiyonu

J* :Riemann Liouville kesirli integrali

N :Dogal sayilar kiimesi

O() :Biiyiik O(Pertiirbasyon terimi)

o(.) :Kiigiik o(Pertiirbasyon terimi)

R :Reel sayilar kiimesi

wW :Wright fonksiyonu

Z :Tam sayilar kiimesi



KUCUK GECIKME ICEREN LINEER KESIRLI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN COZUMU

OZET
Bu tez ii¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci bolimde konuyla ilgili temel tamimlar ve fonksiyonlar verildi. Ikinci boliimde
pertiitbasyon teorisi i¢in temel tanimlar ve drnekler verildi. Ugiincii boliimde ise
kiiciik gecikme igeren lineer kesirli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri elde edildi.

Kesirli diferansiyel denklemleri iceren matematiksel modeller, tam say1r mertebeli
tiirevleri iceren matematiksel modellere gore daha yaklasik ve gerceke¢i analiz
yapmamiza imkan saglar. Aym1 zamanda kiiciik gecikme iceren lineer kesirli
diferansiyel denklemleri igceren modeller, siire¢lerin ge¢misinin simdiki davranisi
tizerinde olan etkisini de yansittigi icin, siireci daha iyi modeller. Bu nedenle
matematik, fizik ve mihendislik gibi bir¢ok alanda uygulamasi olmast bu tezde
kiigiik gecikme igeren lineer kesirli diferansiyel denklemlerin analizini yapmaya
tesvik etmistir.

Bu calismamizin sonucunda kiiciik gecikme igeren lineer kesirli diferansiyel
denklemler i¢in analitik veya yaklasik ¢oziimler elde ettik.

Anahtar Kelimeler: Kesirli Analiz, Kiigiik Gecikme Igeren Diferansiyel Denklem,
Pertiirbasyon Teorisi.



LINEAR FRACTIONAL DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH SMALL
DELAY

ABSTRACT
This thesis consists of three parts.

In the first chapter, basic definitions and functions are given. In the second chapter,
basic definitions and examples are given for perturbation theory. In the third chapter,
solutions of linear fractional differential equations with small delay are obtained.

Mathematical models containing fractional differential equations allow us to perform
more approximate and realistic analysis than mathematical models that include
integer-order derivatives At the same time the models including linear fractional
differential equations with small delay are better since they reflect the impact of past
on the current behavior. Therefore, its application in many fields such as
mathematics, physics and engineering encourage us to analyze the behavior of linear
fractional differential equations with small delay in this thesis.

As a result of this study, we obtain analytical or approximate solutions for linear
fractional differential equations with small delay.

Keywords: Fractional Analysis, Differential Equation with Small Delay,
Perturbation Theory.
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GIRIS

Birinci boliimde oncelikle tezin sonraki bdliimlerinde kullanilmak {izere kesirli
analizin ne oldugu aciklanacak sonrasinda ise kesirli tiirev ve integral tanimlar1 ve
bunlarla alakali olarak bazi 6zel fonksiyonlarin tanimlart verilecektir. Boylece tez

icin bir On bilgi saglanacaktir.

Bilindigi gibi tiirev, miithendislik, biyoloji, fizyoloji, enerji ve ekonomi gibi diger
bir¢ok alanda kullanilan matematiksel analizin en 6nemli konularindan biridir. Eger
fiziksel sistemlerde bir degisim s6z konusu ise bu degisimi ifade edebilmek igin
tirev kavramina ihtiyag vardir. Tiirevi bircok sekilde tanimlamak miimkiindiir.
Tiirevi temel diizeyde tanimlayacak olursak, bir fonksiyonun bir noktadaki anlik
degisim miktar1 olarak ya da bir fonksiyonun iizerindeki bir noktadan cizilen teget

dogrusunun egimi olarak tanimlariz.

Son yillarda, yaklasik 300 yillik bir ge¢misi olan klasik tiirevin(tam say1 mertebeden
tirevin) yam sira fiziksel sistemleri daha iyi ifade eden kesirli mertebeli tiirev

kavrami ortaya atilmis ve bu kavram {izerine ¢ok fazla sayida calisma yapilmistir.

Bu calismada ise pertiirbasyon teorisinden de yararlanilarak lineer kesirli diferansiyel

denklemlere uygulanan ¢ok kii¢iik bir degisimin sonuglar1 sunulacaktir.



1. STANDART ANALIZ

Konu olarak tiirev ve integrali esas alan standart analiz, tiim zamanlarin en iyi ii¢
matematik¢isinden biri olan Isaac Newton (1642-1677) ve Newton’dan bagimsiz
olarak Alman matematik¢i Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) tarafindan
gelistirilmistir. Newton, niimerik analizde, bir fonksiyonun en biiylik ve en kiiciik
degerini bulmamiz1 saglayan, fonksiyonun koklerine yaklagmak i¢in en iyi yontem
olan Newton-Raphson yontemini gelistirmistir. Leibniz ise diferansiyel kalkiiliiste,
Leibniz kurali olarak literatiire gecen, ¢arpim kuralini gelistirmistir. Newton ve
Leibniz diginda standart analizin gelisiminde Gauss, Cauchy ve Riemann gibi
matematik¢iler de 6nemli rol oynamistir. Analizin bir ¢ok dali bulunmaktadir.
Bunlardan bazilari; reel analiz, kompleks analiz, niimerik analiz, fonksiyonel analiz
ve kesirli analizdir. Biz burada kesirli analiz iizerinde duracagiz(Barcellos ve Stein,

1997; Karcei, 2015).
1.1. Temel Kesirli Analiz

Adindan da anlasilacagi gibi tiirev ve integralin tam sayr olmayan mertebelere
genisletilmis formu olan ve klasik analiz kadar eski olan kesirli analiz, matematiksel

analizin bir koludur.

Baglangic1 1695 yilina kadar uzanan kesirli analiz ¢aligmalarinin temeli, Leibniz ve
L’Hopital arasindaki yazismalarda L’Hopital’in, Leibniz’in o donem ki yayinlarinda

gecen lineer fonksiyonlarin n€Z olmak {izere n. mertebeden tiirevlerinin gosterimi

n

. . d . o
icin kullandig d—xz notasyonunda n’in tamsayr olmadigi durumda sonucun ne

olacagini sormastyla atilmistir.

Yani kesirli tiirev temel olarak, tam say1r mertebeden tiirevin reel mertebeden tiireve
genellestirilmis formudur. Ancak bir fonksiyonun bir noktadaki kesirli tlirevinin
degeri fonksiyonun tanimli oldugu bolgeye gore degisirken, tam sayr mertebeli
tiirevlerin degeri tlirev alinan noktanin komsulugunda tanimlanir. Bu agidan reel

mertebeden tilirevler, tam sayr mertebeden tiirevlerden ayrilir. Tam say1 mertebeli



tirevlere gore kesirli tlirevleri fiziksel olarak yorumlamak da daha zordur cilinkii

farkl kesirli tiirevler farkli fiziksel yorumlara sahiptir.

Kesirli analiz {izerine Leibniz disinda Riemann, Euler, Liouville, Laplace, Fourier
gibi bircok {inlii matematikg¢ilerin de calismalar1 olmustur. Fiziksel siire¢ ve
sistemlerin kesirli diferansiyel denklem iceren matematiksel modellerinin elde
edilmesinde bu siire¢ ve sistemlerin sahip oldugu 6zelliklere gére Riemann-Liouville,
Caputo, Griinwald-Letnikov gibi farkli kesirli tiirevler kullanilir ¢linkii her bir kesirli

tiirev, digerlerine gore farkli 6zelliklere ve avantajlara sahiptir(Kisela, 2008).

Tam sayr mertebeli tiirev yerel modellemeyi, kesirli mertebeli tiirev ise global
modellemeyi sagladigindan kesirli tiirev igeren diferansiyel denklemler kullanilarak
degisik calismalar yapilmistir(Demir ve dig., 2013; Demir ve Ozbilge, 2014; Demir
ve dig., 2015; Bayrak ve Demir, 2018; Huang ve Liu, 2005; Kilbas ve dig., 2006;
Podlubny, 1999; Atangana ve Baleanu, 2016; Atangana ve Koca, 2017).

Matematiksel modelleri daha iyi ifade eden kesirli tiirev tanimlarindan en yaygin
olanlar1 Riemann-Liouville ve Caputo tanimlaridir. Bu tanimlar1 vermeden oOnce

kesirli analizde yaygin olarak kullanilan fonksiyonlari tanimlayacagiz.
1.1.1. Gamma fonksiyonu

Ik kez 1729 yilinda, Isvicreli matematik¢i ve fizik¢i olan Leonhard Euler tarafindan
kullanilan Gamma fonksiyonu, matematikte faktoriyel fonksiyonunun, karmasik
sayillar ve tamsayr olmayan reel sayilara genellestirilmesi ile elde edilmis bir

fonksiyondur.

Gamma fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanur,

r(k)=J"h""emdn, kec (1.1)
Eger keN ise Gamma fonksiyonu,

I'(k)=(k-1)! (1.2)

seklinde tanimlanir(Iddrisu ve Tetteh, 2017).



Euler tarafindan 1730 yilinda, m,n€Z olmak {iizere y(x)=x™ fonksiyonunun n.

mertebeden,
m! _
) X m=n (1.3)
X! 0, m<n

seklinde tanimlanan tam sayr mertebeden tiirev formiiliiniin reel sayilara
genisletilmis hali Gamma fonksiyonu kullanilarak kesirli mertebeden tiirev formiili

olarak asagidaki gibi verilmistir.
Tamim 1.1.1.1. k,h€R ve k,h>0 i¢in y(x)=x" fonksiyonunun k. mertebeden tiirevi,

dy  TMt)

dxK T(hk+1) (1.4)
seklinde tanimlanir(Karei, 2015).

1.1.2. Beta fonksiyonu

Re(h)>0, Re(k)>0 icin,

B(h= a*(1-0) " da (15)

seklinde tanimlanan Beta fonksiyonu iki degiskenli bir fonksiyon olup Gamma
fonksiyonu cinsinden,

Tk

B(h.k)= I(h+k)

(1.6)

olarak tanimlanir(Vance, 2014).
1.1.3. Mittag-Leffler fonksiyonu

1903 yilinda Isve¢ matematik¢i Gosta Mittag-Leffler tarafindan ortaya konulan
Mittag-Leffler fonksiyonu iistel fonksiyonun bir genellemesidir. Eger Mittag-Leffler

fonksiyonu tek parametreye bagli ise,

.nl
Ea(n):Zﬁom ,  1n,0€C, Re(a)>0 (1.7)



seklinde tanimlanir. Eger Mittag-Leffler fonksiyonu iki parametreli ise,

E,p(m)=%72 n,B,0€C, Re(a)>0, Re(p)>0 (1.8)

0 T(B+at) F(B+ t)

seklinde ifade edilir. iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunun integral gosterimi

ise,

Eup(m=r= [.5%dt,  naBeC, Re(@)>0, Re()>0 (1.9)

seklinde tanimlanir(Kisela, 2008).
1.1.4. Wright fonksiyonu

Ingiliz matematik¢i Edward Maitland Wright tarafindan tanmimlanmis olan ve lineer
kismi kesirli diferansiyel denklemlerin ¢dziimiinde 6nemli rol oynayan Wright

fonksiyonu,

W(a,B;n)=YZ n,BEC, aER (1.10)

Ot'F(B+ 0’
olarak ifade edilir(Kilbas ve dig., 2002).
1.2. Kesirli Dereceden Integral ve Tiirev(Diferintegral)

Tanim 1.2.1. x>0 ve a€R olmak iizere bir f(x) fonksiyonu C, uzayinda ve nENU{0}

i¢in Cy uzayindadir denir;
Ip(>) €R: f(x)=xPf; (x), f; (X) EC[0,00) =™ (x)EC,. (1.11)
1.2.1. Riemann-Liouville kesirli integrali

a>-1 i¢in f(t)eC, fonksiyonunun a mertebeli Riemann-Liouville kesirli integrali,

1°8(0)=1{t@ Jo f (tu)” 'f(u)du, 00, 0
(1), a=0

(1.12)

olarak tanimlanir.



1.2.2. Riemann-Liouville kesirli tiirevi

neENU {0} i¢in f(t)eC”; fonksiyonunun o mertebeli Riemann-Liouville kesirli tiirevi,

1 d" ot n-o-1
n — [ (t-u f(u)du, n-1<a<n
D“f(t)z(%]n'“f(t): F(“'“zlft o(w) (1.13)
@f(t), o=n
olarak verilir.
1.2.3. Caputo Kesirli tiirevi
neNU {0} i¢in f(t)eC’; fonksiyonunun o mertebeli Caputo kesirli tiirevi,
1 t n-o-1 n)
n — [ (t-u ¢ (w)du, n-1<o<n
D&f(t)an"%f(t): o () (1.14)

dn
o f(t), o=n

olarak verilir(Sayevand K., 2016; Gash ve dig., 2015).
1.2.4. Genellestirilmis Riemann-Liouville kesirli tiirevi

h,k,a€R (h<k), n=max(0,[a]+1), f(t) fonksiyonu (h,k) araliginda integrallenebilir,
n>0 icin f(t) fonksiyonu (hk) araliginda hemen hemen her yerde n kez

diferansiyellenebilir olsun. Buna gore t€(h,k) i¢in Riemann-Liouville diferintegrali,
1 d" ot n-a-1
Dﬁf(t)zm@ Ji(t1) " f(ode (1.15)

olarak tanimlanir.
1.2.5. Genellestirilmis Caputo kesirli tiirevi

h,k,a€R (h<k), n=max(0,-[- a]) ve n=0 durumunda f(t) fonksiyonu (h,k) araliginda
integrallenebilir, n>0 durumunda f(t) fonksiyonu (h,k) araliginda hemen hemen her

yerde n kez diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda te(h,k) i¢in Caputo diferintegrali,



D= |, o) ()de (1.16)

seklinde tanimlanir(Kisela, 2008).
1.3. Diferintegrallerin Temel Ozellikleri
1.3.1. Lineerlik ozelligi

x,y,0,BER keyfi sabitler, aeC igin k(a) ve h(a) keyfi fonksiyonlar ve D diferintegral

operatorii olmak tizere diferintegrallerin lineerligi,

D§(xk(a)+yh(a) )=xDjk(a)+yDjh(a) (1.17)
seklinde gosterilir.

1.3.2. Bileske ozelligi

a€R, h,k>0 ve f(t) integrallenebilir bir fonksiyon olsun. D diferintegral operatorii

olmak tizere diferintegrallerin bileske 6zelligi,
D} (D;}‘f(t)) =D; "0 t) (1.18)

seklinde verilir.

1.3.3. Homojenlik ozelligi

H herhangi bir sabit olmak tizere diferintegrallerin homojenlik 6zelligi,

D¢ [Hf(t) ]=H[D{f(t)] (1.19)
seklinde verilir(Kisela, 2008).

1.4. Kesirli Diferansiyel Denklem

Bir ya da daha fazla degiskenin kesirli tlirevlerini iceren denklemler kesirli

diferansiyel denklem olarak adlandirilir(Bayin, 2004).



Eger kesirli diferansiyel denklem,
hy (D™ u(t)+hy_, (D" u(t)+...+hy (Du(t)=H(t) (1.20)

seklinde veriliyorsa lineer kesirli diferansiyel denklem olarak adlandirilir. Burada;

DM, i=1,2,....n kesirli diferansiyel denklem operatorii lineerdir.

Eger lineer kesirli diferansiyel denklem gecikme terimi igeriyorsa bu denkleme

gecikmeli lineer kesirli diferansiyel denklem denir.

Gecikme terimi igeren lineer kesirli diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerini
elde etmek her zaman miimkiin degildir. Bu nedenle gecikme terimi igeren lineer
kesirli diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinin analizinde 6nemli bir rol oynayan

yaklasik ¢oziim yontemleri gelistirilmistir.



2. PERTURBASYON TEORISi

Genelde matematik problemlerinin tam ¢6ziimii yoktur ya da tam ¢6ziimii olsa bile
bu ¢oziim problemdeki parametrelere komplex bir sekilde bagimlilik gosterir. Eger
problemin parametresine ¢ dersek ve ¢o6ziim €=0 i¢in basit bir formda yazilabiliyorsa

¢’un sifirdan farkl fakat cok kiiclik degerleri i¢in pertiirbasyon teorisi kullanilir.

Ik olarak Laplace, Poisson ve Gauss tarafindan arastirilan ve ilk olarak biiyiik gok
cisimlerinin, kiiclik nesnelerin hareketine etkisini inceleyen gok mekaniginde
kullanilip daha sonra birgok dénemde, birgok farkli alanda kullanilan Pertlirbasyon
Teorisi, bir sisteme uygulanan “cok kiiciik” bir degisikligin ortaya c¢ikaracagi
sonugclarla ilgili olan bir tiir yaklasik hesap metodudur. Yani bu metod ile kesin

¢Oziime yakin ¢oziimler elde etmek amaglanir.

Pertiirbasyon Teorisi, gok mekanigi problemleri disinda; Schrédinger Denklemi,
Atom Fizigi, Pargacik Fizigi, Osilasyonlar Teorisi, periyodik ¢ozlimlerin
tyilestirilmesi, quasi-periyodik c¢oziimlerin elde edilmesi ve Genel Diferansiyel

Denklem Teorisi gibi alanlarda kullanilir(Demirtas, 2014).

2.1. “Biiyiik O” ve “Kiiciik 0” Kavramm

Fonksiyonlarin asimptotik davranislarini(bir egrinin bir dogruya sonsuzda teget
olmasi davranisi) ifade etmek i¢in kullanilan “biliyiik O” gdsterimi Alman sayilar
kuramcist Edmund Landau tarafindan icat edilmis bir semboldiir. Bu sebeple Landau
sembolii olarak da kullanilir. Bilgisayar Bilimi ve Matematik olmak iizere iki temel
uygulama alam1 vardir. Bilgisayar Bilimi’nde algoritmanin bilgi islem
karmasikliginin ¢oziimlenmesi i¢in kullanilirken; Matematik’de genellikle sonsuz
serilerin belli bir teriminden sonraki kalan terimlerini karakterize etmek igin
kullanilir. Yani “biiyiik O” gosterimi temel olarak bir fonksiyonun ne kadar hizl

bliylidiigiinii ya da ne kadar hizl kii¢iildiigiinii anlatir.

Ornegin, H(k)=5k4+7k +1 probleminde k* o kadar hizli bliylir ki diger terimlerin

bliylime hiz1 k' e gore 1ihmal edilebilecek kadar diisiik olacaktir. Bu



durum biiyiik O gosterimi kullanilarak su sekilde ifade edilir; H(k)EO(k4)(Mann ve
Simmonds, 1998).

Biiyiik O kavrami i¢in matematiksel tanim agagidaki sekilde verilir.

Tanim 2.1.1. f(x) ve g(x) reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesinde tanimli iki
fonksiyon olsun. Eger, x>H i¢in |f(x)|<K|g(x)| olmak iizere H,K>0 sabitleri varsa

x—o0 iken f(x)=0(g(x)) denir.

Buradaki f(x)=0O(g(x)) gosterimi f fonksiyonu O(g) fonksiyonuna esittir demek
degildir.

Benzer sekilde x bir a sayis1 civarinda iken, f(x) ve g(x) reel sayilar kiimesinin bir
alt kiimesinde tanimli iki fonksiyon olsun. Eger, |X-a|<H icin |[f(x)|<K]|g(x)| olacak
sekilde H,K>0 sabitleri varsa x—a iken f(x)=0(g(x)) denir(Mann ve Simmonds,
1998).

Ornek 2.1.1. f(x)=x%+4x3+5x%+3 ve g(x)=x° polinom fonksiyonlarini ele alalim.

f(x) fonksiyonunun derecesinin O(g(x)) veya O(x®) oldugunu sdyleyebiliriz. Tanim
211’1 goéz Oniine alirsak K  bir sabit ve x>1 olmak iizere

180 |<K |2(x)| oldugunu gbsterelim.
Coziim. |xS+4x3+5x2+3|<|x0|+4[x3|+5[x?[+3, x>1 (2.1)
Ueggen esitsizliginden yararlanilarak elde edilen Esitsizlik (2.1)’i,

|xO+ax3+5x24+3|< [xO|+4|x0[+5x0[+3|x°] (2.2)

seklinde diizenleyip Esitsizlik (2.2)’nin sag tarafindaki ifadeyi ortak terim

parantezine alirsak,

|x6+4x3+5x243|<(1+4+5+3) x| (2.3)
seklinde olur. Esitsizlik (2.3)’1 diizenledigimizde ise,

|x6+4x3+5x2+3 |§13 |x6| (2.4)
seklinde elde edilir.
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Uyar1 2.1.1. Eger bir f fonksiyonu diger fonksiyonlarin sonlu toplami seklinde
yazilabiliyorsa fonksiyonun derecesini sonlu toplamdaki en hizli biiyiiyen fonksiyon

belirler.

Ornek 2.1.2. f(k)=12k+k’+19+2 log k +3k*€O(k")

Tanim 2.1.2. f(x) ve g(x) reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesinde tanimli iki
fonksiyon olsun. Eger, lim,_,, %=0 oluyorsa x—oo iken f(x)=0(g(x)) denir(Mann
ve Simmonds, 1998).

Omnek 2.1.3. f(x)=x>-x*, g(x)=x olsun.

x3-x*=0(x) oldugunu gosterelim.

Tanim 2.1.2 g6z oniine alindiginda,

L'Hospital
Xx*

lil’l’lx_,o T = limx_,o T = T = (25)

oldugundan x3-x*=o(x) dir.

65 2

0” notasyonu ile f'(x)’in tanimi,

f(x+h)=f(x)+f'(x)h+o(h), h—0 (2.6)
seklindedir.

f(x+h) igin Taylor serisi ise,

£ (x)h

f(x+h)=f(x)+f' (x)h+...+ ——+o(h") (2.7)

seklindedir.

Eger Taylor serisi bir kuvvet serisine yakisak ise o zaman o(h"), O(h™"

yazilabilir(Murray, 1984; Nayfeh, 1981).

) olarak
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2.2. Biiyiik O Gésterimi ile Islemler

1. Carpma
Iki fonksiyonun biiyiik O gdsterimlerinin ¢arpimi, fonksiyonlarin ¢arpimimin biiyiik

O gosterimlerine esittir;
O(f())0(g(x))=0(f(x)g(x)) (2.8)
Ornek 2.3.1. O(x>)OxH=0(x*x*)=0(x")

2. Toplama
ki fonksiyonun biiyilk O gdsterimlerinin toplami, iki fonksiyondan en hizli

biiyiiyenin biiyiik O gosterimine esittir;
O(f(x))+0(g(x) )=O( max{f(x),g()}) (2.9)
Ormnek 2.3.2. O(x>)+0(x7)=0(max{x?,x’=0(x")

3. Bir sabit ile carpma
Bir fonksiyonun sifirdan farkli bir sabitle c¢arpiminin biliyik O gosterimi,

fonksiyonun biiyiik O gosterimine esittir;
O(kf(x))=0(f(x)), k+#0 (2.10)
Ornek 2.3.3. O(18f(x) )=0(f(x))

4. Bir sabit ile toplama
Bir fonksiyonun bir sabitle toplaminin biiyiik O gosterimi, fonksiyonun biiyiik O

gosterimine esittir;
O(k+(x))=0(f(x)) (2.11)

Ornek 2.3.4. O(30+f(x))=0(f(x)) (Nayfeh, 1981).
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2.3. Sik Karsilasilan Fonksiyonlar
Asagida verilen fonksiyonlar biiyik O gosteriminde en ¢ok kullanilan
fonksiyonlardan bazilaridir.

xlogx, logx, I, x%, x, X

Bu fonksiyonlarin biiylime hizinin siralanigi asagidaki gibidir:

1, logx, xlogx, X, x?, x3, x>1.

Dikkat edilmelidir ki O(logx) ile O(logx™) ifadeleri aynidir. Ciinkii n bir sabit
oldugundan logx"=nlogx dir. Bu durumda, biiyiikk O gosteriminde sabitin bir etkisi
olmadigindan O(logx™)=0O(nlogx)=0O(logx) olacaktir.

2.4. Pertiirbasyon Teorisinin Temel Teoremi

Teorem 2.4.1. Eger Ay+A,e+...+AneN+O(eNT1)=0ise 0 zaman Ay=A,=...=A\=0

dir.

Ispat. Farz edelim ki Ay+A e+...+AxeN+0(eN1)=0 olsun ancak tiim A,'lar 0

olmasin. 0 olmayan ilk terim Ay olsun. O halde,

Agel+Ag e+ +ANeN+OENTY)  Agt+Ape +.. FANeNT+OENT )
N+l eN+1-H

—00, 0 (2.12)

Bu “biyiik O” tamim ile gelisir. Bu celigkinin sebebi tim A,'larmm 0 kabul
edilmemesidir. O halde Aj=A,=...=Ax=0 dir(Mann ve Simmonds, 1984), (Jordan ve
Smith, 1987).

2.5. Regiiler Pertiirbasyon Teorisi

Regiiler pertiirbasyon teorisi genelde, sistemin parametresi olan €, sifira esit iken
sahip oldugu ¢o6zlim, €0 ancak ¢ok kiiciik oldugunda sahip oldugu ¢oziime ¢ok
yakinsa uygulanir. Yani regiiler pertiirbasyon probleminde ¢—0 iken problemin
¢Ozlimii, problemin =0 da ki ¢6ziime yakinsar. Burada amag, problemin ¢dziimiinii,

kiigiik gecikme terimi olan €’un kuvvet serisi cinsinden elde etmektir.
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Yani regiiler pertiirbasyon teorisinde ¢oziimiin,
y(x.£)=y,(x)+ey, (X)+e’y,(x)+... (2.13)

formunda ifade edilebildigi kabul edilir. Kuvvet serisindeki ilk terim problemdeki
kiiciik gecikme terimi olan €’un sifir olmasiyla elde edilen ¢oziimdiir. Diger terimler

ise gecikmeden dolay1 olusan sapmayi ifade eder(Murray, 1984).

Ornek 2.5.1. (Cebirsel Denklem) x?-x-1=0 denklemini ele alalim.

Ikinci dereceden denklem ¢dziimii yaparsak denklemin kokleri,

xi=i+ /1+§, x.=5- /1+§ (2.14)

olarak bulunur. Bulunan kdklerde Maclaurin serisine agilirsa,
2 2
x+(a)=1+§+%+o(g3), x_(g)=-1+§- %+o(g3) (2.15)

seklinde olur.

Simdi ayn1 denkleme pertiirbasyon metodunu uygulayalim. Bunun igin verilen
denklemin koklerini x(g)=x,+ex,+&>x,+0(e’) seklinde seriye acalim ve denklemde

yerine yazalim,;

(Xo+ex; +e2x,+0(83) ) -e(xg+ex, +e2x,+0(3) )-1=0 (2.16)
Denklem (2.16)’y1 diizenledigimizde,

Xg+e2xI+2exX 267X Xp-6Xo-€2X 1 -1+0(e3)=0 (2.17)

seklinde olur. Denklem (2.17)’nin sol tarafindaki €’larin kuvvetlerinin katsayisini

sifira esitleyelim;

g 1 x3-1=0 (2.18)
81 . ZXOX] _XO:O (219)
82 . X%+2XOX2 -X1 =0 (220)
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Denklem (2.18)’in ¢oziimiinden,

Xo=1, xo=1

¢Oziimlerini, Denklem (2.19)’un ¢éziimiinden,

Xo=1 i¢in XIZ%; Xo=-1i¢in X1=%

¢Oziimlerini ve Denklem (2.20)’nin ¢ézlimiinden ise,
xo=1, x1=% igin X2=%; Xo=-1, X1=% igin x2=-%
¢Oziimlerini elde ederiz.

Boylelikle kokler,

X(8)=1+8% +¢? %4‘0(83), x(g)=-1+¢ % -¢2 %4'0(83)

olarak bulunur. Sekil 2.1°de elde edilen koklerin grafikleri goriilmektedir.

0 0.5 1 1.5

N

£

Sekil 2.1. Kalin ¢izgi denklemin x, (¢) olan
¢ozlimiinli temsil ediyor, noktali ¢izgi serinin
O(g?)’de kesilmesiyle elde edilen ¢dziimii temsil
ediyor, kesikli olan ¢izgi serinin O(c’) ’de
kesilmesiyle elde edilen ¢oziimii temsil ediyor
(https://cims.nyu.edu/~eve2/reg_pert.pdf).
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https://cims.nyu.edu/~eve2/reg_pert.pdf

Omek 2.5.2. (x*+e?)y+xy=¢ex, y(0)=1 baslangi¢ deger denklemini ele alalim.

Denklemin koklerini y(x,£)=y0+£yl+0(82) seklinde genisletelim ve denklemde

yerine yazalim;

(x*+¢?) (y0+8y1+0 (82)) +Xx (y0+£y1+0(82)) =X (2.25)
Denklem (2.25)’1 diizenledigimizde,

212V (g 2e2) oy 2\_
(x*+e)y,H(x*+e)ey +xy, txey, -ex+0(e7)=0 (2.26)

seklinde olur. Denklem (2.26)’nin sol tarafindaki €’larin kuvvetlerinin katsayilarini

sifira esitleyelim;

(x*+e?)y,txy, =0 c
0 . 0 ~J0 = 2.27
{y0<o>=1 = NS (227
(x*+e?)y, +xy, -x=0 e
L 171 = =]-—— 2.28
{y1(0)=0 H= TS (228)
Boylelikle ¢oziim,
y8)= == H(1-==)et0) (2.29)

olarak elde edilir.
Ornek 2.5.3. (Cebirsel Denklem) x?+x-12+=0 denklemini ele alalim.

Denklemin koklerini x(g)=x,+ex;+e?x,+0(e) seklinde genisletelim ve denklemde

yerine yazalim;

(Xo+ex,+623,HO(Y) ) +H(xgHex, +e2x,+O(e3) )-12+€=0 (2.30)
Denklem (2.30)’u diizenledigimizde,

X3+e2x3+2 (XX | +X(82X, ) +XoHeX | Te2Xo+e-12+0(e3)=0 (2.31)

seklinde olur. Denklem (2.31)’in sol tarafindaki €’larin kuvvetlerinin katsayilarin

sifira esitleyelim;
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% 1 xZ+x,-12=0 (2.32)
gl 2xox,x,+1=0 (2.33)
g X%+2XOXZ+X2=O (2.34)
Denklem (2.32)’nin ¢6ziimiinden,

X0=3, Xo=-4 (2.35)
¢Oziimlerini, Denklem (2.33)’lin ¢6zlimiinden,

Xo=3 i¢in X;=- %; Xo=-4 i¢in X1=% (2.36)
¢Oziimlerini ve Denklem (2.34)’lin ¢oziimiinden ise,

1. 1 1. . 1
X0=3, Xj=-7 igin Xp=-—= Xo=-4, X|== igin Xp=—= (2.37)

¢Oziimlerini elde ederiz.

Elde edilen bu ifadelere gére denklemin koklerinden biri,

x(g)=3-§g-LgZ+0(g3) (2.38)

343
digeri ise,

— 4ttt L 24083
x(g)=-4+ -et e 0(e) (2.39)
seklinde olur.
2.6. Singiiler Pertiirbasyon Teorisi

Singiiler pertiirbasyon problemlerinin regiiler pertiirbasyon problemlerinden farki
problemin parametresi olan ¢’ un problemdeki konumudur. Eger problemin
parametresi olan €, problemin en biiyiik dereceli teriminin katsayis1 ise ve e—0 iken
en bliylik dereceli terim de yok oluyorsa bu probleme singiiler pertiirbasyon problemi
denir. Yani singiiler pertiirbasyon probleminde e—0 iken problemin sahip oldugu

¢oziim, £=0 da ki sahip oldugu ¢6ziime yakinsamaz.
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Singiiler pertiirbasyon problemlerinde kok bulmak i¢in Oncelikle regiiler
pertiirbasyon problemlerinde kullandigimiz ¢6ziim yontemini kullanarak problemin
koklerinden bazilarin1 elde ederiz. Kalan diger kokleri bulmak iginde farkli

Olgeklendirmeler kullaniriz.
f(x,e)=0 ifadesinin ¢oziimleri,
X(e)=xg+ex, +e2x,+. .. (2.40)

seklinde diizenli acilimlara sahip olmayabilir. Ancak farkli Ol¢eklendirmeler
kullanilarak ifade edilebilir. Bunlardan biri singiiler pertiirbasyon metodudur(Jordan

ve Smith, 1987; Murray, 1984).
Omek 2.6.1. ex?-2x-8=0 denklemini diisiinelim.

Denklemin koklerini x(g)=x,+ex,+£x,+0(¢*) seklinde genisletelim ve denklemde

yerine yazalim;

e(Xotex;+e2x,+O(e?) )2-2(X0+8X1+82X2+O(83) )-8=0 (2.41)
Denklem (2.41)’1 diizenledigimizde,

EX3T2X0E2X | -2X(-26X -267X,-8+0(e3)=0 (2.42)

seklinde olur. Denklem (2.42)’nin sol tarafindaki €’larin kuvvetlerinin katsayilarinm

sifira esitleyelim;

g : -2x,-8=0 (2.43)
el x5-2x,=0 (2.44)
g2 2XX;-2X,=0 (2.45)

Denklem (2.43)’lin ¢oziimiinden,
Xo=-4 (2.46)
¢Ozlimiini, Denklem (2.44)’{in ¢6ziimiinden,

Xo=-4 i¢in X;=8 (2.47)
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¢Oziimiinii ve Denklem (2.45)’in ¢6ziimiinden ise,

Xo=-4, x;=8 i¢in x,=-32 (2.48)
¢Ozlimiinii elde ederiz.

Boylece koklerden biri,

x(£)=-4+8¢-32&?+0(&?) (2.49)
seklinde olur.

Koklerden yalnizca birini bulduk. Simdi ikinci kokii bulalim.

A=4+32¢ > x=— (2.50)
Boylelikle ikinci kok,
X(8)=§+4-88+3282+O(83) (2.51)

seklinde olacaktir.
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3. KUCUK GECIKME ICEREN LINEER KESIRLI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN COZUMU

Bu boéliimde, bu tezin temel amaci olan kiigiik gecikme igceren lineer kesirli
diferansiyel denklemlerin analitik ya da yaklasik ¢oziimlerini elde etmek igin

pertiirbasyon teorisine de ihtiya¢ duyulan bir yontem gelistirilmistir.
Asagidaki gibi kiiciik gecikme igeren lineer kesirli diferansiyel denklemini ele alalim.
D?%u(t)+BD%(t)+Cu(t)+Eu(t-£)=0. (3.1)

Burada B,C,E€R(E+#0) keyfi sabitler ve 0<g<l kiiciik gecikme terimidir. Bu
problemin yaklasik ¢6ziimii i¢in Denklem (3.1)’deki kiigiik gecikme terimi igeren

fonksiyonu Taylor serisine acalim;

u(t-s)zu(t)-SDu(t)JrO(az) (3.2
Denklem (3.2)’yi Denklem (3.1)’de yazarsak,

D*u()+BDu(t)+Cu(t)+E (u(t)-eDu(t)+0(e?) ) =0 (3.3)

gecikme terimi iceren fonksiyonu igermeyen lineer kesirli diferansiyel denklemini
elde ederiz. Simdi neN igin q.n=1 varsayimini ele alalim. Bu durumda D=D" olur.

Bu durumda Denklem (3.3),
DXu(t)+BD%(t)+Cu(t)+E (u(t)-qu“u(t)) ) (3.4)
formunda yazilir.( O(&?) ihmal edilebilir.)

u(t)=E (1t?) fonksiyonu Denklem (3.4)’iin ¢6ziimii olsun. O zaman Denklem (3.4)

icin karakteristik denklem,

r2+Br+C+E( 1 -sr“)ZO (3.5)
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seklinde yazilir. Baz1 diizenlemeler yaparsak Denklem (3.5),
1 , B (C _
ar“-Er -1 (E+1)_O (3.6)

seklinde yazilir. Karakteristik Denklem (3.6)’nin ¢oziimiinii elde etmek igin

pertiirbasyon teorisini kullanacagiz. Coziim,

r(e)=ry+er; +O(g?) (3.7)
serisi formunda temsil edilebilir.

Bu boliimde bu varsayimi kullanarak ¢esitli durumlar diislinecegiz.

Durum 3.1.

n=1 durumunu diisiiniirsek Karakteristik Denklem (3.6),

1 5, B (C y
sr-Erz-Er- (—+1)—0 (3.8)
seklinde olur. Baz1 diizenlemeler sonucunda Karakteristik Denklem (3.8)’1,
r2+(B-Ee)r+(C+E)=0 (3.9)

formunda elde ederiz. Karakteristik Denklem (3.9)’un ¢6ziimii igin regiiler
pertiirbasyon yontemi kullanilir. Bu, ¢6ziimii Denklem (3.7) formunda arayacagimiz
anlamina gelir. Denklem (3.7)’yi Denklem (3.9)’da yazarsak asagidaki denklemi elde

ederiz;
13+2er,r, +&°r2+Bry+Ber, -Eery-Eg?r; +C+E+0(£3)=0. (3.10)
Denklem (3.10)’un sol tarafindaki €’larin kuvvetlerinin katsayilarini sifira esitleyelim;

&% : 13+Bry+C+E=0 (3.11)

EI‘O
2rg+B

gl : 2ryr;+Br;-Ery=0=r,= (3.12)
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Denklem (3.11)’in ¢éziimiinden,

=28 (3.13)
¢Oziimiinii, Denklem (3.12)’nin ¢dziimiinden ise,

rJlr"— Eij—\/z) = E(_i]i/izf) (3.14)

2B

¢oziimiini elde ederiz. Burada A=B?-4(C+E) dir.

Boylece Karakteristik Denklem (3.9)’un yaklasik ¢6ziimleri,

" (e)=rj+er] +O(e2)=- Bﬂ/— +e j_\/_) +0(g?) (3.15)

vz
1 (g) ro+gr1+0(82)— BVA +O( ) (3.16)

olarak elde edilir.

Sonug olarak, kiiclik gecikme iceren lineer kesirli diferansiyel denkleminin yaklasik

¢Ozlimii asagidaki formda elde edilir;

u(t;e)=oy Ep (T (e))+o,E (r‘ (s)t). (3.17)
Burada,

v (@0
E; 1 (r(e))=2¢, T D) (3.18)
seklindedir.
Durum 3.2.

n=2 durumunu diisiiniirsek Karakteristik Denklem (3.6),
8r2-—r -Er- (EH)ZO (3.19)

seklinde olur. Baz1 diizenlemeler sonucunda Karakteristik Denklem (3.19)’u,
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? (e-2) r2- (S+1) =0 (3.20)

E E

formunda elde ederiz. Karakteristik Denklem (3.20)’nin ¢6ziimii icin regiiler
pertiirbasyon yontemi kullanilir. Bu, ¢6ziimii Denklem (3.7) formunda arayacagimiz

anlamina gelir. Denklem (3.7)’yi Denklem (3.20)’de yazarsak,
2( 1 B (C
(ro+er +O(2))” (- ) -(ro+er +O()) 2 - (5 +1) =0 (3.21)
denklemini elde ederiz ve Denklem (3.21)’i diizenledigimizde ise,
1 B (C
(r3+2er,r, +e2r7+0(g%)) (8- E) - (ro+sr1 +0 (82)) = (E +1) =0 (3.22)

denklemini elde ederiz. Denklem (3.22)’nin sol tarafindaki €’larin kuvvetlerinin

katsayilarini sifira esitleyelim;

&% : r3+Bry+C+E=0 (3.23)
1 B Erg?
gl r(z)-E2ror1-Er1=O :>r1=2r00+B. (3.24)
Denklem (3.23)’lin ¢6ziimiinden,
=28 (3.25)
¢Ozlimlerini, Denklem (3.24)’{in ¢6ziimiinden ise,
2 2
e I ) (3.26)
1 5 (—Bizx/z) B +/A '
¢oziimlerini elde ederiz. Burada A=B*-4(C+E) dir.
Boylece Karakteristik Denklem (3.20)’nin yaklasik ¢coziimleri,
B+VA E('Bﬂ/z;
1" (e)=rgterj+O(e)=——+¢ = +0(&?) (3.27)
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2
B\/_ e B\/Z)

r(e)= I‘0+8r1+0(82)— =

+0(g?) (3.28)

olarak elde edilir.

Sonug olarak, kiiciik gecikme iceren lineer kesirli diferansiyel denkleminin yaklasik

¢Oziimii asagidaki formda elde edilir;

1 1
u(t;8)=0L1E11 (r+(s)t5) +a,E1 1(r'(g)ﬁ). (3.29)
2’ 2’
Burada
1 k

N_yo @)
El, (r(e)e) =3, e (3.30)
seklindedir.
Durum 3.3.

n=3 durumunu diistiniirsek Karakteristik Denklem (3.6),

1 5, B_(C
81‘3-—1‘2-EI'- (EH):O (3.31)

E

seklinde olur. Karakteristik Denklem (3.31)’1 ¢6zmek i¢in singiiler pertiirbasyon
yontemini kullaniriz. Bu nedenle, ya {igiincli dereceden cebirsel denklemin ¢oziimii
icin gerekli formiilleri kullanarak ya da r=e®X ifadesini 6lgeklendirerek ve uygun

terimleri dengeleyerek ¢6ziimii elde ederiz.

r=e’X Slceklendirmesini Denklem (3.31)’de yerine yazarsak
b 1, b2 B, g C _
e(e"X) -2 (£"X) -2 (£°X)- (E“)‘O (3.32)

denklemini elde ederiz. Elde edilen bu denklemde bazi diizenlemeler yaparsak

Denklem (3.32),

1 B
eIX 2 X=X (—+1) =0 (3.33)
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seklinde olur. Denklem (3.33)’li ¢6zebilmek i¢in Oncelikle bu denklemi regiiler hale
getirmeliyiz. Bunun i¢in uygun bir b degeri bulmaliyiz. Uygun bir b degeri bulmak
icinde degiskenlerin katsayisi olan ¢’lar1 dengelemeliyiz. Buradan elde edecegimiz b
degerini denklemde yerine koydugumuzda denklemin en biiyiik dereceli teriminin
katsayisini gecikme terimi olan €’dan kurtarabiliriz. Boylece Denklem (3.33) regiiler
hale gelmis olur. Denklem (3.33)’iin ¢6ziimiinden elde edilen X(g) ¢oziimiinii =X
Olceklendirmesinde yerine yazdigimizda (3.31) singiiler pertiirbasyon probleminin

yaklasik ¢coziimlerini elde etmis oluruz.

Denklem (3.31)’in yaklasik ¢6ziimleri r(g), r;(€), r3(¢) olsun. Boylece, kiigiik
gecikme iceren lineer kesirli diferansiyel denkleminin yaklasik ¢oziimii asagidaki

formda elde edilir;

u(t;S):OLlE%’l (rl (s)t%) +a2E%’1 (r2 (8)'[%) +(X3E%,1(I‘3 (a)t%). (3.34)
Burada,

Lk
E, (r)6) =2z (F((;ifl’) (3.35)

seklinde tanimlanir.
3.1. Ornekler

Bu béliimde, bu yontemin nasil etkili ve dogru oldugunu gostermek icin yukaridaki

ic durum ig¢in ¢esitli 6rnekler gosterecegiz.

Ornek 3.1.1. Dzu(t)+4Du(t)+u(t)+2u(t-£)=0 kiiciik gecikme igeren lineer kesirli

diferansiyel denklemini ele alalim.

u(t-a)Zu(t)-sDu(t)+O(£2). (3.36)
Taylor serisi agilimin1 denklemde yazip, ifadeyi diizenledigimizde,

D*u(t)+(4-2¢) Du(t)+3u(t)=0 (3.37)

denklemini elde ederiz. Bu denklemin karakteristik denklemi ise,
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r2+(4-2¢)r+3=0 (3.38)

seklindedir. Denklem (3.38)’in ¢6ziimii i¢in regiiler pertiirbasyon yontemi kullanilir.
Bu, ¢6ziimli Denklem (3.7) formunda arayacagimiz anlamina gelir. Denklem (3.5)’1

Denklem (3.38)’de yazarsak,
123+2rger, +4ry+4er; -2ery+3+0(e2)=0 (3.39)

denklemini elde ederiz. Denklem (3.39)’un sol tarafindaki €’larin kuvvetlerinin

katsayilarini sifira esitleyelim;
g0 : rf+4ry+3=0 (3.40)

e 1 2ngr, +4ry - 2r=0=>1, = — (3.41)
Io

Bu durumda, Denklem (3.40)’1n ¢6zlimiinden,

ro=-1, r,=-3, (3.42)
¢Oziimlerini, Denklem (3.41)’in ¢6ziimiinden ise,

r=-1,r,=3 (3.43)
¢Oziimlerini elde ederiz.

Boylece Karakteristik Denklem (3.38)’in yaklasik ¢oziimleri,

" (e)=-1-e+0(g?) (3.44)
1" (g)=-3+3&+0(?) (3.45)

olarak elde edilir. Sonug olarak, kiiciik gecikme iceren lineer kesirli diferansiyel

denkleminin yaklasik ¢6ziimii asagidaki formda elde edilir;
u(t;e)=o,Eq ((-l-s)t) +(12E1,1((-3+38)t). (3.46)

Ornek 3.1.2. Dzu(t)+6Du(t)+3u(t)+6u(t-8)=0 kiiciik gecikme igeren lineer kesirli
diferansiyel denklemini ele alalim.
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u(t—a)zu(t)-SDu(t)+O(82) (3.47)
Taylor serisi agilimin1 denklemde yazip, ifadeyi diizenledigimizde,
D*u(t)+(6-6¢)Du(t)+9u(t)=0 (3.48)
denklemini elde ederiz. Bu denklemin karakteristik denklemi ise,

2 +(6-6¢)r+9=0 (3.49)

seklindedir. Denklem (3.49)’un kokleri,

6e-6+6_[€2-2¢
F(8)=T=38-3ﬂ:3i\/§ /2-8 (3.50)

olarak bulunur.

Boylece Karakteristik Denklem (3.49)’un yaklasik ¢oztimleri,

318\/—

" (e)=-3+3e+3iV2e- 5 +0(e 2) (3.51)

3ieve

r(g)=-3+3¢- 31\/_+ +O( 2 (3.52)

olarak elde edilir. Sonug olarak, kiiciik gecikme igeren lineer kesirli diferansiyel

denkleminin yaklasik ¢6ziimii asagidaki formda elde edilir;

U(t;g):alEl’l (( 3+38+31\/_' ﬂ) >+(12E1’1 <( 3+3e- 31\/_“1‘ 318\/—) ) (353)

Ornek 3.1.3. Dzu(t)+2Du(t)+2u(t)+3u(t-a)=0 kiiciik gecikme igeren lineer kesirli

diferansiyel denklemini ele alalim.
u(t-g)=u(t)-eDu(t)+O(e?) (3.54)
Taylor serisi agilimin1 denklemde yazip ifadeyi diizenledigimizde,

D*u(t)+(2-3¢) Du(t)+5u(t)=0 (3.55)
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seklinde olur. Elde edilen denklemin karakteristik denklemi ise
r?+(2-3g)r+5=0 (3.56)

seklindedir. Karakteristik Denklem (3.56)’nin ¢6ziimii icin regiiler pertlirbasyon
yontemi kullanilir. Bu, ¢6ziimii Denklem (3.7) formunda arayacagimiz anlamina

gelir. Denklem (3.7)’yi Denklem (3.56)’da yazarsak,
13+2rger, +2ry+2¢r, -3ery+5+0(e2)=0 (3.57)

ifadesini elde ederiz. Denklem (3.57)’nin sol tarafindaki serinin ardisik terimlerini

stfira esitleyelim;
&0 1 r3+2ry+5=0 (3.58)

gl 2r0r1+2r1-3r0=0=>r1=23r32 (3.59)
0

Bu durumda, Denklem (3.58)’in ¢dziimiinden,

ro=-142i, r;=-1-2i (3.60)

¢oziimlerini, Denklemin (3.59)’un ¢6ziimiinden ise,

+ 36 - -3-6i
= r=— 3.61
TR A B (3.61)

¢Oziimlerini elde ederiz.

Boylecek Karakteristik Denklem (3.56)’nin yaklasik ¢oziimleri,

+ _ . '3+6i 2
r'(e)=-1+2i+e — TO") (3.62)
1 (8)=-1-2i+e == +0(&?) (3.63)

olarak elde edilir. Sonug olarak, kiiciik gecikme iceren lineer kesirli diferansiyel

denkleminin yaklasik ¢6ziimii asagidaki formda elde edilir;
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U(t;g):UIEl,l (('1+21+8 %) t> +(12E1’1 ((‘1'21+8 ::?1) t> (364)

.. l

Ornek 3.1.4. Du(t)+3D2 u(t)+u(t)+u(t-s)=0 kiiciik gecikme iceren lineer kesirli
diferansiyel denklemini ele alalim.

u(t-a)zu(t)-SDu(t)+O(82) (3.65)

Taylor serisi agilimini denklemde yazip ifadeyi diizenledigimizde,

1
(1-)Du(t)+3D2u(t)+2u(t)=0 (3.66)
seklinde olur. Elde edilen denklemin karakteristik denklemi ise,
2
(1-&)r +3r+2=0 (3.67)

seklindedir. Karakteristik Denklem (3.67)’nin ¢6zliimii icin regiiler pertiirbasyon
yontemi kullanilir. Bu, ¢6ziimii Denklem (3.7) formunda arayacagimiz anlamina

gelir. Denklem (3.7)’yi Karakteristik Denklem (3.67)’de yazarsak,
13+2rper, -erg+3ry+3er;+2+0(2)=0 (3.68)

ifadesini elde ederiz. Denklem (3.68)’in sol tarafindaki € ’larin kuvvetlerinin

katsayilarini sifira esitleyelim;

g% : r+3ry+2=0 (3.69)

2
gl 1 2ror, 13+3r,=0=>r;=— (3.70)

2rg+3

Bu durumda, Denklem (3.69)’un ¢6ziimiinden,

ry=-1, 1y=-2 (3.71)

¢oztimlerini, Denklem (3.70)’in ¢6ziimiinden ise,

r=1, r,;=-4 (3.72)
1 1
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¢Ozlimlerini elde ederiz.

Boylece Karakteristik Denklem (3.67) nin yaklasik ¢oziimleri,
" (8)=-1+e+O(?)

1 (e)=-2-4e+0(?)

(3.73)

(3.74)

olarak elde edilir. Sonug olarak, kiiciik gecikme iceren lineer kesirli diferansiyel

denkleminin yaklagik ¢6ziimii asagidaki formda elde edilir;

u(te)=w | ((-1+g)t) +oE ((-2-48)t) :

(3.75)

. 1
Ornek 3.1.5. Du(t)+4D2 u(t)+2u(t)+2u(t-8)=0 kiiciik gecikme igeren lineer kesirli

diferansiyel denklemini ele alalim.
u(t-g)=u(t)-eDu(t)+O(e?)

Taylor serisi a¢ilimin1 denklemde yazip ifadeyi diizenledigimizde,

1
(1-Ze)Du(t)+4D5u(t)+4u(t)=0
seklinde olur. Elde edilen denklemin karakteristik denklemi ise,

(1-26)r +4r+4=0
seklinde olur. Karaktersitik Denklem (3.78)’in kokleri hesaplandiginda,

-4+4v2e _ -242\2e
2(1-2¢) 1-2¢

r(e)=

olarak bulunur.

Boylece Karakteristik Denklem (3.78)’in yaklasik ¢coziimleri,
17 (£)=-2+22¢-4e+4e\/2e+0(g2)

1 (€)=-2-2\2¢-4e-4e\2e+0(e2)
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olarak elde edilir. Sonug olarak, kiiciik gecikme iceren lineer kesirli diferansiyel

denkleminin yaklagik ¢6ziimii asagidaki formda elde edilir;
1 1
u(t;e)=a, E1 X (-2+2V 2¢e-detde 28)t2 +opEr (-2-2\/ 2¢e-4e-4ev 28)t2 (3.82)
2’ 2’

olarak elde edilir.

.o 1
Ormek 3.1.6. Du(t)+2D2 u(t)+u(t)+u(t-€)=0 kiigiik gecikme igeren linecer kesirli

diferansiyel denklemini ele alalim.
u(t-e)Zu(t)-sDu(t)-PO(sz) (3.83)
Taylor serisi agilimini denklemde yazip ifadeyi diizenledigimizde,

1
(1-¢)Du(t)+2Dzu(t)+2u(t)=0 (3.84)
seklinde olur. Elde edilen denklemin karakteristik denklemi ise,
(1-6)r +2r+2=0 (3.85)

seklindedir. Karakteristik Denklem (3.85)’in ¢oziimii i¢in regiiler pertiirbasyon
yontemi kullanilir. Bu, ¢6ziimii Denklem (3.7) formunda arayacagimiz anlamina

gelir. Denklem (3.7)’yi Denklem (3.85)’de yazarsak,
123+2ryer, -erg+2ry+2er;+2+0(2)=0 (3.86)

ifadesini elde ederiz. Denklem (3.86)’min sol tarafindaki € ’larin kuvvetlerinin

katsayilarini sifira esitleyelim;

g0 1 r+2ry+2=0 (3.87)

2
81 . 2r0r1 -r(2)+2r1 =0:>r1 = 2 T(LZ (388)
10
Bu durumda, Denklem (3.87)’nin ¢oziimiinden,

ro=-1+, ry=-1-i (3.89)
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¢Oziimlerini, Denklem (3.88)’in ¢oziimiinden ise,

-2i
r‘{—: —

p— -_2i J—
=1, f===1 (3.90)

¢Ozlimlerini elde ederiz.

Boylece Karakteristik Denklem (3.85)’in yaklasik ¢ozlimleri,

1" (8)=-1+i-e+O(€?) (3.91)
1 (e)=-1-i-e+O(&?) (3.92)

olarak elde edilir. Sonug olarak, kiiciik gecikme iceren lineer kesirli diferansiyel

denkleminin yaklasik ¢6ziimii asagidaki formda elde edilir;

u(t;z»:)=oc1E%’1 ((-Hi-s)é) +a2E%,1 <(-1-i-g)t%>. (3.93)
Ornek 3.1.7. Déu(t)+3Dé u(t)+u(t)+u(t-8)=0 kiiciik gecikme iceren lineer Kesirli
diferansiyel denklemini ele alalim.

u(t-a)Zu(t)-sDu(t)JrO(az) (3.94)
Taylor serisi a¢ilimini denklemde yazip ifadeyi diizenledigimizde,
eDu(t)-Dsu(t)-3D3 u(H)-2u(t)=0 (3.95)
seklinde olur. Elde edilen denklemin karakteristik denklemi ise,

er’-1r2-3r-2=0 (3.96)

seklindedir. Karakteristik Denklem (3.96) singiiler pertiirbasyon problemidir. ilk
once bu problemin bazi koklerini regiiler pertiirbasyon yontemini kullanarak
bulmaya calisalim. Bu, ¢6ziimii Denklem (3.7) formunda arayacagimiz anlamina

gelir. Denklem (3.7)’yi Denklem (3.96)’da yazarsak,

erg-13-2r0er, -319-38r;-2+0(£2)=0 (3.97)
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ifadesini elde ederiz. Denklem (3.97)’nin sol tarafindaki € ’larin kuvvetlerinin

katsayilarini sifira esitleyelim;

&% 1 r3+3ry+2=0 (3.98)

3

gl :r8-2r0r1-3r1=0=>r1=2r113 (3.99)

Bu durumda, Denklem (3.98)’in ¢6zlimiinden,

ry=-1, r,=-2 (3.100)
¢Oziimlerini, Denklem (3.99)’un ¢6ziimiinden ise,

=1, r;=8 (3.101)
¢Ozlimlerini elde ederiz.

Boylece, Karakteristik Denklem (3.96) nin yaklasik ¢oziimleri,

" (e)=-1-e+0(g?) (3.102)
1" (€)=-2+8&+0(c?) (3.103)
olarak elde edilir.

Simdi Karakteristik Denklem (3.96)’nin son kdkiinii bulalim. Bunun i¢in,

r(e)=e"x (3.104)

ifadesinden yararlanacagiz. Denklem (3.104)’ti Karakteristik Denklem (3.96)’da

yerine yazarsak,

g x3- &2 x?- 38” x-2=0 (3.105)
= B C

ifadesini elde ederiz. Burada, b’yi bulmak igin ii¢ olas1 terim ¢iftini inceleyecegiz. Ik

olarak, B=C alirsak b=0 olur. Bu durumda regiiler pertiirbasyon yodntemini

uygulayarak buldugumuz kokleri elde ederiz. Eger A=C alirsak bZ-% olur ancak
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B terimi baskin terimdir diger iki terim ile dengelenemez. Son olarak A=B alirsak

b=-1 olur. b=-1"1 yerine yazdigimizda denklemi,

£72x3- £2x%-3¢1x-2=0 (3.106)
seklinde elde ederiz. Simdi, Denklem (3.106)’ni her iki tarafini € ile carpalim;
x3-x2-3ex-2&?=0. (3.107)
Bu durumda, Denklem (3.107)’yi ¢6zmek igin,

x(8)=x,+ex;+0(&?) (3.108)

ifadesini kullanacagiz. Denklem (3.108)’i Denklem (3.107)’de yerine yazarsak,

2
(X0+8X1+0(82))3- (X0+8X1+O(82)) -38(xo+ex;+O(e2))-26?=0 (3.109)
denklemi elde edilir. Denklem (3.109)’u diizenledigimizde ise,
Xp+3x3ex-X3-2X0EX, -3ex(+0(e2)=0 (3.110)

ifadesini elde ederiz. Denklem (3.110)’un sol tarafindaki ¢ ’larin kuvvetlerinin

katsayilarini sifira esitleyelim;

e’ x3-x3=0 (3.111)
gl 1 3x3x,-2xx;-3%,=0 (3.112)
Bu durumda, Denklem (3.111)’in ¢dziimiinden,

xo=1, X,=0, (3.113)
¢oziimlerini, Denklem (3.112)’nin ¢dziimiinden ise,

X=3, (3.114)
¢Ozlimiinii elde ederiz.

Boylece, Karakteristik Denklem (3.107)’nin yaklasik ¢oziimii,
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x(g)=1+3e+0(g?) (3.115)
seklinde elde ederiz. Denklem (3.115)’t Denklem (3.106)’da yerine yazdigimizda ise,
r(8)=%+3+0(8) (3.116)

yaklasik ¢oziimiinii elde ederiz.

Sonug olarak, kiiclik gecikme iceren lineer kesirli diferansiyel denkleminin yaklagik

¢Oziimii asagidaki formda elde edilir;
1 1 1
u(t;z»:)=oc1El1 ((-1-8)6) topEr <(-2+88)t5> tozEr <(§ +3) t5>. (3.117)
3 3 3

Omek 3.1.8; Dgu(t)-Dé u(t)-u(t)+u(t-8)=0 kiiciik gecikme igeren lineer Kkesirli
diferansiyel denklemini ele alalim.

u(t-s)zu(t)-SDu(t)JrO(az) (3.118)
Taylor serisi agilimin1 denklemde yazip ifadeyi diizenledigimizde,

eDu(t)-D3u(t)+D3 u(6)=0 (3.119)
seklinde olur. Elde edilen denklemin karakteristik denklemi ise,

er’-r’+1=0 (3.120)
seklindedir. Denklem (3.120)’yi ortak terim parantezine alirsak,

r(er’-r+1)=0 (3.121)
seklinde olur. Bu durumda kdklerden biri r=0dir. Diger iki kokii bulmak igin,
er2-r+1=0 (3.122)

denklemini ¢dzelim. Denklem (3.122) singiiler pertiirbasyon problemidir. ilk &nce bu

problemin bu koklerini regiiler pertiirbasyon yontemini kullanarak bulamaya
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calisalim. Bu, ¢6ziimii Denklem (3.7) formunda arayacagimiz anlamina gelir.

Denklem (3.7)’yi Karakterisitik Denklem (3.122)’de yerine yazarsak,

e(ry+er +0(e2)) -(r, +er +0(e2))+1=0 (3.123)
denklemini elde ederiz. Denklem (3.123)’1i diizenledigimizde ise,

erg-ro-er, +1+0(g2)=0 (3.124)

denklemini elde ederiz. Denklem (3.124)’tin sol tarafindaki € ’larin kuvvetlerinin

katsayilarini sifira esitleyelim;

g% -1y +1=0 (3.125)
gl ir3-1,=0 (3.126)
Bu durumda, Denklem (3.125)’in ¢dziimiinden,

ro=1 (3.127)
¢Oziimlerini, Denklem (3.126)’nin ¢6zlimiinden ise,

;=1 (3.128)
¢Oziimlerini elde ederiz.

Boylece, Karakteristik Denklem (3.122)’nin yaklasik ¢oziimii,

r(e)=1+e+0(e?) (3.129)
seklinde olur. Simdi son kokii bulalim. Bunun i¢in,

r(e)=e"x (3.130)

ifadesinden yararlanacagiz. Denklem (3.130)’i Karakteristik Denklem (3.120)’de
yerine yazarsak,

g3 430 26 (24 b (3.131)
——— —— —
A B C
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denklemini elde ederiz. Burada, b’yi bulmak i¢in {i¢ olasi terim ¢iftini inceleyecegiz.

[lk olarak, B=C’yi dengelersek b=0 olur. Bu durumda daha 6nce buldugumuz kokleri
elde ederiz. Eger A=C’yi dengelersek b=-% olur ancak B terimi baskin terimdir diger

iki terim ile dengelenemez. Son olarak A=B’yi dengelersek b=-1 olur. b=-1’i yerine

yazdigimizda denklem,

e2x3- g2x%+¢ x=0 (3.132)
seklinde olur. Simdi, Denklem (3.132)’nin her iki tarafin1 € ile carpalim;
x3-x2+ex=0 (3.133)
Bu durumda, Denklem (3.133)’li ¢6zmek i¢in,

x(£)=x,+ex;+0(g?) (3.134)

ifadesini kullanacagiz. Denklem (3.134)’ii Denklem (3.133)’de yazarsak,

2
(X0+8X1+0(82))3- (X0+8X1+O(82)) +e(xotex, +0(g2))=0 (3.135)
denklemini elde ederiz.

Xp+3x3ex | -X3-2X0eX, +ex+0(e2)=0 (3.136)

Denklem (3.136)’nin sol tarafindaki € ’larin kuvvetlerinin katsayilarini sifira

esitleyelim;
¥ x3-x3=0 (3.137)
81 :3X(2)X1'2X0X1+X0:0 (3138)

Bu durumda, Denklem (3.137) nin ¢6zlimiinden,
XOZI, XOZO (3139)

¢oziimlerini, Denklem (3.138)’in ¢6zlimiinden ise,
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x;=-1, (3.140)
¢Ozlimiinii elde ederiz.

Boylece, Karakteristik Denklem (3.133)’iin yaklasik ¢6ziimii,

x(g)=1-e+0(&?) (3.141)
seklinde olur. Denklem (3.141)’1 Denklem (3.130)’da yerine yazdigimizda ise,
(€)== -1+0(e) (3.142)
yaklagik ¢oziimiinii elde ederiz.

Sonug olarak, kii¢lik gecikme igeren lineer kesirli diferansiyel denkleminin yaklasik

¢Oziimii asagidaki formda elde edilir;
i 1 1
u(t;e)=o,+ta,E: ; (1+€)t3 | +oz Ex X (— -1) t3 |. (3.143)
> pl\\e
. 2 A ' . : ..
Ornek 3.1.9. D3u(t)+2D3 u(t)+u(t)+u(t-8)=0 kiiciik gecikme igeren lineer kesirli
diferansiyel denklemini ele alalim.
u(t-g)=u(t)-eDu(t)+O(e?) (3.144)
Taylor serisi agilimini denklemde yazip ifadeyi diizenledigimizde,
2 1
eDu(t)-D3u(t)-2D3 u(t)-2u(t)=0 (3.145)
seklinde olur. Elde edilen denklemin karakteristik denklemi ise,
er’-r2-2r-2=0 (3.146)

seklindedir. Karakteristik Denklem (3.146) singiiler pertiirbasyon problemidir. ilk
once bu problemin bazi koklerini regiiler pertiirbasyon yontemini kullanarak
bulamaya calisalim. Bu, ¢6ziimii Denklem (3.7) formunda arayacagimiz anlamina

gelir. Denklem (3.7)’y1 Denklem (3.146)’da yazarsak,

38



erg-13-2r0€r, -2r9-281,-2+0(£2)=0 (3.147)

ifadesini elde ederiz. Denklem (3.147)’nin sol tarafindaki ¢’larin kuvvetlerinin

katsayilarini sifira esitleyelim;

g0 1 r+2ry+2=0 (3.148)
gl :r3-2r0r1-2r1=0=>r1=2ri2 (3.149)
Bu durumda, Denklem (3.148)’in ¢oziimiinden,

ro=-1+, ry=-1-i, (3.150)
¢Ozlimlerini, Denklem (3.149)’un ¢oziimiinden ise,

r=1-i, r;=1+ (3.151)
¢Oziimlerini elde ederiz.

Boylece, Karakteristik Denklem (3.146) nin yaklasik ¢oziimleri,

17 (8)=-1+i+e(1-i)+O(e?) (3.152)
1 (8)=-1-i+g(1+i)+O(e?) (3.153)
olarak elde edilir.

Simdi, Karakteristik Denklem (3.146) nin son kokiinii bulalim. Bunun i¢in,

r(e)=e"x (3.154)

ifadesinden yararlanacagiz. Denklem (3.154)’ii Karakteristik Denklem (3.146)’da
yerine yazarsak,

&1 x3- ¢2b x2- 26P x-2=0 (3.155)
——— ——— ——
A B C

ifadesini elde ederiz. Burada, b’yi bulmak igin {i¢ olas1 terim ciftini inceleyecegiz. Ilk

olarak, B=C’yi dengelersek b=0 olur. Bu durumda daha 6nce buldugumuz kdokleri
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elde ederiz. Eger A=C’yi dengelersek bZ-% olur ancak B terimi baskin terimdir diger

iki terim ile dengelenemez. Son olarak A=B’yi dengelersek b=-1 olur. b=-1’1 yerine

yazdigimizda denklem,

g2x3- g2x2-2¢7 1 x-2=0 (3.156)
seklinde olur. Simdi, Denklem (3.156)’nin her iki tarafini € ile carpalim;
x3-x2-2ex-2&?=0 (3.157)
Bu durumda, Denklem (3.157)’yi ¢6zmek i¢in,

x(8)=x,+ex;+0(&?) (3.158)

ifadedisini kullanacagiz. Denklem (3.158)’i Denklem (3.157)’de yazarsak,

2
(xo+ex,+0(e2)) - (X0+8X1+O(82)) -28(xtex;+0(e))-22=0 (3.159)
seklinde olur. Denklem (3.159)’da diizenledigimizde ise,

Xg+3x3ex, -x3-2x0€X, -26X(+O0(e2)=0 (3.160)

ifadesini elde ederiz. Denklem (3.160)’in sol tarafindaki ¢ ’larin kuvvetlerinin

katsayilarini sifira esitleyelim;

e’ x3-x3=0 (3.161)
gl 1 3x3x,-2x0x;-2%,=0 (3.162)
Bu durumda, Denklem (3.161)’in ¢oziimiinden,

xo=1, x,=0 (3.163)
¢Oziimlerini, Denklem (3.162)’nin ¢ézlimiinden ise,

X]ZZ, (3164)

¢Oziimiinii elde ederiz.
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Boylece, Karakteristik Denklem (3.157)’nin yaklasik ¢6ziimii,
x(£)=1+2e+0(g?) (3.165)
elde ederiz. Denklem (3.165)’i Denklem (3.154)’de yerine yazdigimizda ise,

(€)== +2+0(e) (3.166)

yaklagik ¢oziimiinii elde ederiz.

Sonug olarak, kiiclik gecikme igeren lineer kesirli diferansiyel denkleminin yaklagik

¢Oziimii asagidaki formda elde edilir;
1 1 1

u(t;g)=oc1El1 ((-l+i+8(1-i))t5> topEr <(-1-i+8(1+i)t§> tozEr <(§+2) t§>. (3.167)

3 3’ 3
Ornek 3.1.10. Dzu(t)+3Du(t)+u(t-8)=O kiiciik gecikme iceren lineer kesirli
diferansiyel denklemini ele alalim.
u(t-e)Zu(t)-sDu(t)-PO(sz) (3.168)
Taylor serisi agilimini denklemde yazip ifadeyi diizenledigimizde,
D?u(t)+(3-€)Du(t)+u(t)=0 (3.169)
seklinde olur. Elde edilen denklemin karakteristik denklemi ise,
r?+(3-¢)r+1=0 (3.170)

seklindedir. Karakteristik Denklem (3.170)’in ¢6zliimii icin regiiler pertiirbasyon
yontemi kullanilir. Bu, ¢6ziimii Denklem (3.7) formunda arayacagimiz anlamina

gelir. Denklem (3.7)’y1 Karakteristik Denklem (3.170)’de yerine yazarsak,
13+2roer, +3ry+3er; g1y +1+0(2)=0 (3.171)

ifadesini elde ederiz. Denklem (3.171)’in sol tarafindaki € ’larin kuvvetlerinin

katsayilarin sifira esitleyelim;

g% : 13 +3ry+1=0 (3.172)
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81 . 21‘0r1+3r1 -r0=0 =1= 10 (3173)
2rg+3

Bu durumda, Denklem (3.172)’nin ¢ézlimiinden,

SH5 - 345
I'gz > rOZT (3174)
¢Oziimlerini, Denklem (3.173)’lin ¢o6ziimiinden ise,

3V5+5 - 3V545
1= TR T (3.175)
¢Oziimlerini elde ederiz.
Boylece, Karakteristik Denklem (3.170)’in yaklasik ¢oziimleri,

3+/5 -3v/5+5

r(e)=2 4 (T) +O(2) (3.176)
- -3-V5 3v/5+5
(o)== ( = ) +O(£2) (3.177)

olarak elde edilir. Bdylece, kiiciik gecikme igeren lineer kesirli diferansiyel

denklemin ¢6ziimii asagidaki formda elde edilir;

U(t;ﬁ):(llEl’l (<¥ +¢g (-3\I/§+5)> t) +(1,2E1’1 ((# +¢g (3\/13(;5)) t> (3178)

Ormek 3.1.11. Dzu(t)+2u(t)+u(t-s)20 kiicik gecikme igeren lineer kesirli

diferansiyel denklemini ele alalim.

u(t-g)=u(t)-eDu(t)+O(e?) (3.179)
Taylor serisi agilimini denklemde yazip ifadeyi diizenledigimizde,
D?u(t)-eDu(t)+3u(t)=0 (3.180)
seklinde olur. Elde edilen denklemin karakteristik denklemi ise,

12-er+3=0 (3.181)
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seklindedir. Karakteristik Denklem (3.181)’in ¢0zliimii icin regiiler pertiirbasyon
yontemi kullanilir. Bu, ¢6ziimii Denklem (3.7) formunda arayacagimiz anlamina

gelir. Denklem (3.7)’yi Karakteristik Denklem (3.181)’de yerine yazarsak,
13+2rger, -erg+3+0(e2)=0 (3.182)

ifadesini elde ederiz. Denklem (3.182)’nin sol tarafindaki €’larin kuvvetlerinin

katsayilarini sifira esitleyelim;
g% : 13 +3=0 (3.183)
gl 1 2ror-1p=0 = r;=-~ (3.184)

2r0

Bu durumda, Denklem (3.183)’lin ¢6zlimiinden,

rg=V3i, 1,=-V/3i (3.185)
¢Oziimlerini, Denklem (3.184)’{in ¢oziimiinden ise,

=3, 1=; (3.186)
¢Oziimlerini elde ederiz.

Boylece, Karakteristik Denklem (3.181)’in yaklasik ¢coziimleri,
r*(e)=V3ite +0(e?) (3.187)
1 (e)=-/3ite % +0(g?) (3.188)

olarak elde edilir. Boylece, kiigiik gecikme igeren lineer kesirli diferansiyel

denklemin ¢6ziimii asagidaki formda elde edilir;

u(t;e)=o, E <(\/§i+s %) t> +o,E 4 ((-\/§i+s %) t). (3.189)
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Kesirli diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ziimiinii elde etmek i¢in kesin bir method
yoktur. Buna ek olarak gecikme terimi iceren kesirli diferansiyel denklemlerin
analitik ¢6zlimiinli bulmak ¢ok daha karmasiktir. Kii¢lik gecikme terimi igeren kesirli
lineer sabit katsayili diferansiyel denklemlerin analitik veya yaklasik ¢oziimii Mittag-
Leffler fonksiyonu ve pertiirbasyon teorisi kullanilarak 6zel kosullar altinda elde
edilebildigini bu tez calismasinda ornekler vererek gosterdik. Bu caligmada elde
edilen sonuglar gecikme terimi igeren kesirli kismi diferansiyel denklemlerin analitik
veya yaklasik ¢oziimiiniin elde edilmesinde dnemli bir rol oynayacagi kaginilmazdir.
Yani bu calismada elde edilen c¢alismalar daha karmasik problemlerin analitik ya da

yaklasik ¢oziimlerinin bulunmasinda yol gosterici olacaktir.
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