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ETiK BEYAN VE ARASTIRMA FONU DESTEGI

Kocaeli Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii tez yazim kurallarina uygun olarak
hazirladigim bu tez/proje caligmasinda,

— Bu tezin/projenin bana ait, 6zgiin bir ¢alisma oldugunu,

— Calismanin hazirlik, veri toplama, analiz ve bilgilerin sunumu olmak {iizere tim
asamalarinda bilimsel etik ilke ve kurallara uygun davrandigimu,

— Bu ¢alisma kapsaminda elde edilen tiim veri ve bilgiler i¢in kaynak gdsterdigimi
ve bu kaynaklara kaynakc¢ada yer verdigimi,

—  Bu calismanin Kocaeli Universitesi’nin abone oldugu intihal yazilim1 programi
kullanilarak Fen Bilimleri Enstitlisii’niin belirlemis oldugu o6l¢iitlere uygun
oldugunu,

— Kaullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigima,

— Tezin/Projenin herhangi bir boliimiini bu {iniversite veya bagka bir liniversitede
baska bir tez/proje calismasi olarak sunmadigimi

beyan ederim.

Bu tez/proje calismasinin herhangi bir asamasi higbir kurum/kurulus tarafindan
maddi/alt yap1 destegi ile desteklenmemistir.

[0 Bu tez/proje  calismast  kapsaminda  {retilen veri ve  bilgiler

.................................................... tarafindan ................................ no’lu proje kapsaminda
maddi/alt yap1 destegi alinarak gerceklestirilmistir.

Herhangi bir zamanda, calismamla ilgili yaptifim bu beyana aykir1 bir durumun
saptanmast durumunda, ortaya ¢ikacak tiim ahlaki ve hukuki sonuglar1 kabul ettigimi
bildiririm.
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YAYIMLAMA VE FiKRi MULKIYET HAKLARI

Fen Bilimleri Enstitiisii tarafindan onaylanan lisansiistii tezimin/projemin tamamin1 veya
herhangi bir kismini, basili ve elektronik formatta arsivleme ve asagida belirtilen
kosullarla kullanima agma izninin Kocaeli Universitesi’ne verdigimi beyan ederim. Bu
izinle Universiteye verilen kullanim haklar1 disindaki tiim fikri miilkiyet haklarim bende
kalacak, tezimin/projemin tamaminin ya da bir bolimiiniin gelecekteki ¢aligmalarda
(makale, kitap, lisans ve patent vb.) kullanimi1 bana ait olacaktir.

Tezin/projenin kendi 6zgiin ¢alismam oldugunu, bagkalarinin haklarini ihlal etmedigimi
ve tezimin/projenin tek yetkili sahibi oldugumu beyan ve taahhiit ederim. Tezimde yer
alan telif hakki bulunan ve sahiplerinden yazili izin alinarak kullanilmasi zorunlu
metinlerin yazil izin alarak kullandigimi ve istenildiginde suretlerini Universiteye teslim
etmeyi taahhiit ederim.

Yiiksekogretim kurulu tarafindan yayinlanan “Lisansiistii Tezlerin Elektronik Ortamda
Toplanmasu, Diizenlenmesi ve Erigime A¢ilmasina liskin Yonerge” kapsaminda tezim
asagida belirtilen kosullar haricinde YOK Ulusal Tez Merkezi/ Kocaeli Universitesi
Kiitliphaneleri A¢ik Erisim Sisteminde erisime agilir.

[0 Enstitii yonetim kurulu karar1 ile tezimin/projemin erisime agilmast mezuniyet
tarihinden itibaren 2 yil ertelenmistir.

[0 Enstitli yonetim kurulu gerekgeli karari ile tezimin/projemin erisime acilmasi
mezuniyet tarihinden itibaren 6 ay ertelenmistir.

Tezim/projem ile ilgili gizlilik karar1 verilmemistir.
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ONSOZ VE TESEKKUR

Bu ¢alismada, lineer olmayan iki hiperbolik ve iki pseudo-hiperbolik olmak iizere toplam
dort ters katsayili problem, periyodik smir kosullar1 altinda incelenmistir. Ele alinan
problemlerin iyi tanimlilig1, yani ¢oziimlerinin varligi, tekligi ve kararlilig1 arastirtlmigtir.
Calismada ayrica ele alinan ters katsayili problemler i¢in sayisal ¢oziimler elde edilmis
ve bu ¢ozlimler analitik sonuglarla karsilastirilarak degerlendirilmistir.

Bu calismada, sahip oldugu bilgi ve tecriibeleriyle yolumu aydinlatan, her asamasinda
emegi gecen degerli danisman hocam sayin Prof. Dr. frem BAGLAN’a ve ¢alismanin
sayisal ¢cozlimlemeler ve simiilasyon agamalarinda yadsinamaz yardimlariyla yon veren
saymn Do¢. Dr. Erman ASLAN’a tiim samimiyetim ve saygilarim ile tesekkiirii borg
bilirim.

Ocak — 2026 Akbala YERNAZAR
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HIiPERBOLIK TERS PROBLEMLER iCIiN KATSAYI ANALIZLERI
OZET

Bu calismada, zamana bagli ters katsayili dogrusal olmayan hiperbolik ve pseudo-
hiperbolik denklemler ele alinmistir. Ters problemlerin analitik ¢oziimleri, baslangic
kosullariyla birlikte periyodik sinir kosullari altinda Fourier yontemi kullanilarak elde
edilmistir. Ters katsayinin belirlenmesi i¢in ek kosul getirilmis ve bu kosul kullanilarak
ters katsay1 bulunmustur. Coziimlerin varligi, tekligi, yakinsakligi ve kararlilig1 Picard
ardisik yaklagiklik yontemiyle ispatlanmistir. Ayrica, sayisal ¢oziimii i¢in sonlu farklar
yontemi kullanilmistir. Son olarak, hiperbolik ve pseudo-hiperbolik problemler
arasindaki baglantilar incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Fourier Yontemi, Hiperbolik Denklem, Periyodik Siir Kosulu,
Sonlu Farklar Yontemi, Ters Problem.
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COEFFICIENT ANALYSIS FOR HYPERBOLIC INVERSE PROBLEMS
ABSTRACT

In this study, nonlinear hyperbolic and pseudo-hyperbolic equations with time-dependent
inverse coefficients are considered. The analytical solutions of the inverse problems are
obtained using the Fourier method under periodic boundary conditions together with the
initial conditions. The inverse coefficient is identified using an over-determination
condition. Using the Picard successive approximation method, the existence, uniqueness,
convergence, and stability of the obtained solutions are proved. Furthermore, the finite
difference method is employed to obtain numerical solutions. Finally, the relationships
between hyperbolic and pseudo-hyperbolic problems are investigated.

Keywords: Fourier Method, Hyperbolic Equation, Periodic Boundary Condition, Finite
Difference Method, Inverse Problem.



1.GIRIS

Dalga denklemi, titresim ve yayillma olaylarin1 agiklayan temel matematiksel
modellerden biridir. Tel, zar, akustik dalgalar veya elektromanyetik dalgalar gibi bir¢cok
fiziksel olayin modellemesinde ortaya ¢ikan bu denklem, ortamda enerjinin ve bilginin
nasil yayildigini agiklar. En basit haliyle, dogrusal, homojen bir ortamda dalga denklemi
Denklem (1.1) ile gosterilmistir:

u,=cu._. (1.1)

Bu denklem, ortamin her noktasindaki titresimin zamanla nasil degistigini ve dalganin
sabit bir hizla yayildigin1 gosterir. Ancak gercekte dalgalar, ortamin 6zelliklerine, dig
etkilere veya enerjinin zamanla dagilmasina bagli olarak daha karmasik davraniglar
sergileyebilir. Bu durumlarda dalga denklemi, farkli katsayilar, kaynak terimleri veya
dogrusal olmayan etkiler eklenerek genisletilebilir (Strauss, 2007; Tikhonov ve

Samarskii, 1963).

Denklem (1.1), uygun baslangic ve sinir kosullari ¢cer¢cevesindeki ¢oziimii genelde fiziksel
problemlerin 6zelliklerini yeteri kadar iyi ifade etmemektedir. Ciinkii, 6rnegin akustikte
bu denklemin 1s1 iletimi ve akigskanlhigi dikkate alindigi takdirde lineer olmayan
denklemler olmaktadir. Eger fiziksel aksiyon yeteri kadar kiigiik degilse (6rnegin, darbe
dalgalarinda, siipersonik akislarda, sesten hizli ucaklarin hareketi gibi olaylarda) lineer
denklemler bu olaylar1 modellemeye imkan vermemektedir. Ayrica lineer teori ile 1s1 ve
akigkanligin etkisini igermek miimkiin degildir. Bu sorulara cevap vermek icin lineer
olmayan dalga denklemlerinin ¢ézlimiiniin bulunmasi zorunludur (Whitham, 1974;

Logan, 2008; Rasulov, 2011).

XX. yiizyilin ilk yarisinda ters problem ve 1yi tanimli olmayan problem ile ilgili yayinlar
cikti. Bunlar, fizik (6rnegin, kuantum sagilma teorisindeki ters problemler), jeofizik
(elektrik arastirmasi, sismik, potansiyel teorisinin ters problemleri), astronomi ve doga
bilimlerinin diger alanlariyla ilgiliydi (Isakov, 2006). Matematiksel fizigin uygulamali
problemlerinde arastirmacilar, ¢esitli fiziksel olgular1 (acik bicimde veya yaklasik olarak)
tanimlayan fonksiyonlar1 bulmaya caligirlar — 6rnegin sesin, 1sinin, sismik titresimlerin,

elektromanyetik dalgalarin yayilmasi gibi. Bu sirada arastirilan ortamin 6zellikleri



(denklemlerin katsayilar1) ve siirecin baslangi¢ durumu (kararsiz durumda) ya da sinir
ozellikleri (sinirh bir bolgede veya kararli durumda) genellikle biliniyor kabul edilir.
Ancak, cogu zaman ortamin 6zellikleri bilinmez. Iste bu durumda ters problemler ortaya
cikar: yani, dogrudan problemin ¢oziimiine iliskin bilgilere dayanarak denklemlerin
katsayilarin1t belirlemek gerekir. Bu problemler c¢ogunlukla “iyi tanimli olmayan”
niteliktedir, yani kii¢iik 6l¢tim hatalarina karsi duyarlidir ve bu hatalar ¢éziimler iizerinde
bliyiik sapmalara yol acabilir (Tikhonov ve Arsenin, 1977; Kabanikhin, 2009; Samarskii
ve Vabishchevich, 2000). Bununla birlikte, s6z konusu bilinmeyen katsayilar genellikle
incelenen ortamin yogunluk, elektriksel iletkenlik, 1s1l iletkenlik gibi temel fiziksel
karakteristiklerini temsil eder. Ters problemlerin ¢oziimii yalnizca bu parametrelerin
belirlenmesine degil, ayn1 zamanda cesitli nesnelerin konumlarinin, sekillerinin ve
yapisal 0zelliklerinin (6rnegin 1s1 kaynaklarinin, titresimlerin, gerilimlerin veya kirlenme
bolgelerinin) tespitine de katki saglar. Bu nedenle, ters ve iyi tanimli olmayan problemler;
fizik, jeofizik, tip, astronomi gibi alanlarda ve genel olarak matematiksel yontemlerin
uygulanabildigi tiim bilgi dallarinda arastirmanin temel konusu haline gelmistir. Bu
baglamda, diferansiyel denklemler alaninda “iyi tanimlilik” kavramini ortaya koyan J.
Hadamard, bu kavrami ¢oziimiin varlhigi, tekligi ve verilerin siirekliligi kosullariyla

tanimlamistir (Hadamard, 1902).

Bu tezde, ters katsayili hiperbolik problemler ele alinmakta olup, literatiirde hiperbolik
problemlerde bilinmeyen katsayilarin belirlenmesine yonelik ¢esitli ¢aligmalar
bulunmaktadir (Bakushinsky ve Leonov, 2018; Boumenir ve Tuan, 2011; Huntul, 2021;
Huntul ve dig., 2021; Hussein ve Lesnic, 2015; Tekin, 2019).

Sinir deger problemleri, genel olarak iki gruba ayrilir: lokal sinir kosullu ve lokal olmayan
siir kosullu problemler. Periyodik sinir kosulu, lokal olmayan bir sinir kosulunun bir
ornegidir. Bu kosullar, dongiisel olarak tekrarlanan durumlarin modellenmesinde
kullanilir (Hill, 1886). Bu nedenle, ters problemlerin periyodik sinir kosullar1 altinda
incelenmesi, ¢6zlimiin bu tiir kosullar altinda nasil davranis sergiledigi, teorik ve pratik
acidan ¢ok onemlidir. Periodik sinir kosullarina sahip problemlerin ¢oziimiinde Fourier
yontemi oldukga etkin bir aractir. Fourier serileri, periyodik fonksiyonlari temel siniis ve
kosiniis bilesenleri cinsinden ifade etmeye olanak tanir (Courant ve Hilbert, 1989; Brown

ve Churchill, 1993; Stein ve Shakarchi, 2003).



1. Boliimde giris olarak; dalga denkleminin teorik temelleri, lineer olmayan modellerin
gerekliligi ve ters problemlerin matematiksel fizikteki yeri iizerine genel bilgiler
verilmistir.

2. Boliimde fonksiyon serileri, esitsizlikler, ortogonal fonksiyonlar, Fourier yontemi ve
sonlu farklar yontemi verilmistir.

3. Boliimde periyodik smir kosullu ters katsayili lineer olmayan hiperbolik problemin
analitik ¢Ozlimii, ters katsaymin belirlenmesi, ¢oziimiin varhigi, tekligi, kararlilig1 ve
sayisal ¢oziimii verilmistir.

4. Bolumde periyodik smir kosullu ters katsayili lineer olmayan pseudo-hiperbolik
problemin analitik ¢6ziimii, ters katsayinin belirlenmesi, ¢oziimiin varhigi, tekligi,
kararlilig1 ve sayisal ¢oziimii verilmistir.

5. Boliimde periyodik sinir kosullu ters katsayili lineer olmayan hiperbolik ve pseudo-
hiperbolik problemlerin arasindaki baglant1 gosterilmistir.

6. Bolimde periyodik siir kosullu ters katsayili lineer olmayan hiperbolik problemin
analitik ¢oziimi, ters katsayinin belirlenmesi, ¢ézlimiin varligi, tekligi, kararlilig1 ve
sayisal ¢oziimii verilmistir.

7. Boliimde periyodik sinir kosullu ters katsayili lineer olmayan pseudo-hiperbolik
problemin analitik ¢6ziimii, ters katsaymin belirlenmesi, ¢oziimiin varligi, tekligi,
kararlilig1 ve sayisal ¢oziimii verilmistir.

8. Boliimde periyodik sinir kosullu ters katsayili lineer olmayan hiperbolik ve pseudo-

hiperbolik problemlerin arasindaki baglant1 gosterilmistir.



2.GENEL BIiLGILER
2.1.Temel Tanimlar ve Esitsizlikler
Tanim 2.1. (Cauchy Esitsizligi)

¢ ve y fonksiyonlar [a,b] aralifinda karesiyle integrallenebilir ise,

2

< U|¢(x)|2 dez (j|y/(x)|2 dx]

Jow(@dx

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic ve dig., 2012; Halilov ve dig., 1999).

Tanim 2.2. (Bessel esitsizligi)

Eger ¢, bir ortonormal sistem ise, yani <(p,.,¢> j> =0,

ij
Lic i
s=1"""
70,i#
o halde f e I’[a,b] fonksiyonu igin

Z‘(f, 2 >‘2 3||f||§

k=1
esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic ve dig., 2012).

Tanim 2.3. (Holder esitsizligi)

1 1
¢>1 ve & >1olmak tizere —+ Y =1 kosulunu saglayan eslenik iistler olsun.
9

Eger {uk} el ve {vk} el ise, Holder Esitsizligi su sekilde ifade edilir (Mitrinovic ve

dig., 2012):

1 1
n n n
Suves[ S|S0 ).
k=1

k=1 k=1



Tanim 2.4. (Lipschitz esitsizligi)

h(t,y) fonksiyonu, D — R* kiimesi iizerinde y degiskeninde Lipschitz kosulunu saglar;

eger L >0 olmak iizere bir sabit mevcut olup
|h(t,y1) _h(t=y2)| < L|y1 _y2|

esitsizligi, (¢,y,) ve (,y,) noktalar1 D i¢inde oldugu siirece saglaniyorsa. Bu durumda

L, fonksiyonun Lipschitz sabiti olarak adlandirilir (Hasanoglu, 2011).

Tanim 2.5. (Gronwall esitsizligi)

[0,7] araliginda ¢(¢) negatif olmayan siirekli bir fonksiyon; A(¢) ve u(t) negatif
olmayan integrallenebilir fonksiyonlar; o(¢) simrlt bir fonksiyon olsun. Eger her
t €[0,77] icin

¢(0) < | (AD)(0)+ (7)) dT + 0 (1)

©

esitsizligi saglaniyorsa, o zaman

jﬂ.(r)dr

max @(t) < (j 1(t)dt +sup |0'(t)|J e’

0<t<T

Gronwall esitsizligi gecerlidir (Dragomir, 2003; Pachpatte, 1998).
Tanim 2.6. (Banach uzay1)

Bir normlu lineer uzaydaki her Cauchy dizisi, yani lim || fo=1 || =0 kosulunu saglayan

her dizi, bu uzay i¢inde bir limite yakinsiyorsa, bu normlu uzaya Banach uzay1 denir

(Musayev ve Alp, 2000).



2.2.Yontemler

Bu ¢alismada ele alinan problemlerin analitik ¢oziimleri i¢in Fourier yontemi, ¢oziimlerin
varlik, teklik, yakinsakligi ve kararlilik analizi i¢in Picard ardisik yaklasimi yontemi,

sayisal ¢oziimleri i¢in ise sonlu farklar yontemi kullanilmastir.

Degiskenlerine ayirma yontemi olarak da bilinen Fourier yontemi, kismi diferansiyel
denklemlerin baglangi¢ ve sinir deger problemlerinin analitik ¢ézliimiinde temel bir

matematiksel tekniktir. Periyodu T olan bir periyodik ¢(¢) fonksiyonu,

() = % + i(an cos(nayt)+ f3, sin(nayt))

Fourier serisiyle ifade edilebilir. Burada Fourier katsayilari,

a, = % { dt)dt, a, = % ! #(t)cos(nwyt)dt ve b = % ! #(t) sin(na,t)dt

seklinde tanimlanir. Burada, @, = 27” fonksiyonun temel agisal frekansini ifade eder.

Teorem 2.1. (Dirichlet Teoremi)

Eger ¢(¢) fonksiyonu [—72',71’] araliginda asagidaki kosullar1 sagliyorsa:
a) ¢(¢) strekli ya da pargali stirekli;

b) ¢'(¢) tiirevi parcal stireklidir.

O zaman ¢(¢) fonksiyonunun Fourier serisi,

S, (@)= % + i(an cos(nayt)+ f3, sin(nayt))

her t noktasinda

P(t+0)+¢(t—0)
2

lim S, (1) =



limitine yakinsar (Courant ve Hilbert, 1989; Brown ve Churchill, 1993; Stein ve
Shakarchi, 2003).

Diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimlerini elde etmek ve ¢oziimlerin varligimi
kanitlamak amaciyla kullanilan Picard yontemi, integral denklemlerine dayali bir ardisik

yaklagim siirecidir.

D c R*agik bir bdlge, /: D — Rsiirekli bir fonksiyon ve (z,,u,) € D olsun.

u' = h(t,u), u(t))=u,

0
n=

baslangi¢ deger problemi i¢in {un (t)} , fonksiyon dizisi

u(ty) =u,,
() =y + [ G, (O)E,n =0,1,2,..

yineleme bagintisi ile tanimlanir. Eger f fonksiyonu u degiskenine gore Lipschitz
kosulunu sagliyorsa, {un} dizisi, diferansiyel denkleminin tek ¢O6ziimii olan wu(x)

fonksiyonuna yakinsar, yani limu, (t) = u(¢) seklindedir (Giingor, 2025).

Sonlu fark yontemi, diferansiyel denklemlerdeki tlirevleri sonlu fark yaklasimlari ile
degistirerek, diferansiyel denklemin yerine, bilgisayar araciligiyla ¢oziilebilecek biiytik
fakat sonlu sayida cebirsel denklem sistemi elde etmeyi amaglar. Bu tiir cebirsel
denklemlerde ¢oziim, ¢6ziim bolgesindeki bazi komsu noktalarin degerlerine baglidir. Bu

nedenle, sonlu fark yonteminde ¢6ziim siireci temelde {ic asamadan olusur:

1. Diferansiyel denklemin tanimli oldugu ¢6ziim bolgesi, belirli araliklarla secilen diigiim
noktalarindan olusan bir kafese (grid) boliiniir.

2. Diferansiyel denklemdeki tiirev terimleri, uygun sonlu fark yaklagimlar1 kullanilarak
cebirsel bigimde ifade edilir. Boylece her diigiim noktasinda, bagimli degiskenin komsu

noktalarla iligkisini tanimlayan fark denklemleri elde edilir.



3. Tanimli kosullar denklemlere eklenir ve ortaya cikan cebirsel denklem sistemi
olusturulur. Bu sistem, dogrudan veya yinelemeli sayisal yontemler kullanilarak ¢oziiliir

ve bagimli degiskenin grid noktalarindaki yaklasik degerleri elde edilir.

Sonlu farklar yonteminin teorik temelleri, ¢6ziim bdlgesinin grid yapisina boliinmesi ve
tiirev yaklasimlarinin cebirsel denklemlere doniistiiriilmesi siiregleri literatiirde detaylica

ele alinmistir (Smith, 1985; Strikwerda, 2004).



3.TERS KATSAYILI HIPERBOLIK PROBLEMIN iNCELENMESI

3.1.Coziimiin Bulunmasi

Y >0 olmak iizere, Q2:= {0 <A<m0<y< ‘P} bolgesinde tanimli Denklem (3.1) ile

verilen ters katsayili hiperbolik denklem incelenmektedir:
Vy/w -Vﬁ.& = V(l//)h(/l,l//,l/), (31)

Denklem i¢in baslangic kosullar

v(4,0)=38(4),

o, V(A.p) =a(A), (3.2)

periyodik sinir kosullart

v(0,p) =v(r,y),

(3.3)
6,11/(0, W) = aAv(ﬂa l,//),

ve ek kosul

T(y)= j;w(z,y/)cm (3.4)

ile birlikte ele alinmaktadir. Burada & @ ve I' fonksiyonlar [0,7[] araliginda,

h(A,w,v) fonksiyonu Q x {—OO, 00} tizerinde taniml1 verilen fonksiyonlardir.

Tanim 3.1. (3.1)-(3.4) denklemlerini saglayan {r(y),v(4,w)} ¢iftinin bulunmasi

problemine ters problem denir.

Tanim 3.2. [O, ‘I’] araliginda siirekli fonksiyonlardan olusan kiime

v(y)= {(Vo W)V W), vy ('//))::] VoV Va € C[O, ‘P]} 5

seklinde tanimlansin. Bu kiimede yer alan fonksiyonlar asagidaki kosulu saglasin:



max |V (l//)| +i(max

<y< <y <
0<y<¥Y 2 O<y<V¥

L+ max v, )] <co.

Bu kiimede

|[v(w)]|= max |u°(l//)| i( max [u, ()] + max |u k(l//)l)

0<p<
k=2 ¥

normu tanimlandiginda, bu norm altinda tanimlanan B uzay: bir Banach uzayidir

(Baglan, 2015).
Problem (3.1)—(3.3)’{in ¢6ziimii Fourier yontemiyle Denklem (3.5) seklinde elde edilir:

1 2°%7%
vAp) == | S+ aw+= [ [ =o)(p.o.ure)dpdo |+

00
9, cos2ky + Za 2k L sin Zkt//j cos2kA +
1 2%% .
T [ [ sin2k(y — o) cos(2kp)h(p, &, v)r(0)d pdo |cos 2k + (3.5)
00

&, cos2ky + Dk 2k L sin Zkl//j sin 2k A +

v
.2 I I sin 2k(y — o) sin(2k p)h(p, o,v)r(o)d pdGJ sin 2k 1.
T 00

b
Il
—_

AR N N

Burada,

9 -2 [8ydz, 9, = El [8(2)cos2k2da, 9, = 2 [8(1)sin2k2d 4,
T 0 T 0 T 0

@, = % [a(1)dr, o, = % [@(A)cos2krdA, @, = % [@(2)sin2kcad .
0 0 0

Denklem (3.1)’in her iki tarafi A degiskeni ile carpilarak [0,7[] araliginda integrali

aliirsa,

10



[V, Ada~[v, Ada=r@)[n(Ap,v)Ad2
0 0 0

elde edilir. Birinci integralin I'"(y) oldugu dikkate alindiginda, ikinci integral i¢in kismi

integrasyon uygulanir. Denklem (3.5) kullanilarak ters katsayr r(y) Denklem (3.6)

seklinde elde edilir:

k=1

r(y)= p
j Ah(Aw,v)dA

v
zy 3] j sin 2k(y — o) sin(2k p)h( p, o, v)r(c)d pd o
=1 7T%%

IMy)- 72'2 (2k (Ssk cos2kt//+ ok s1n2kt//]

[ A2,y ,v)d A
0

3.2.Coziimiin Varhgi

Teorem 3.1.
K1. T'(y) e C*[0, V], r(y) € C[0, V],

K2. $(A) e C'[0, ], @(A) € C[O, x],

(3.6)

K3. A(A,y,v) fonksiyonu Qx(—0,0) de her yerde siirekli olsun ve asagidaki kosullar

saglasin;

0y, v) 3Py 7|
ah e |

a)

Burada, ((4,y) €L, (Q), U(A,p)=0.

b) i(A,y,v)eC[0,x], v €[0,¥],

v)|SM.

c) Ih(ﬁ,y/,v)d}t #0, Yy [0,¥].
0

11




K1-K3 kosullar saglandiginda, Denklem (3.1)—(3.4)’in ¢6ziimii var ve tektir.

Ispat. Picard ardisik yaklasim yontemi kullanilarak, Denklem (3.5) ve (3.6) i¢in ardisik

yaklasimlar asagidaki bigimde olusturulur:

v
v () = %('90 +@y +£f [ =o)n(p,o,u™)r ™ (o)dp da}
7 00

z 8, cos2ky + Dk sin 2kl/lj cos2kA +

k=1 2k

SREATN (N)Y.(N)

z ——jjsm 2k(y —o)coskp)h(p,o,u "’ )r’(o)d pdo |cos2kA + (3.7)
o\ 2k 7wy

3| 8, cos 2y + ek sin Zkl//j sin 2k A +

= 2k

=z 1 2 1y . . (N) (N) .
Z —— j j sin2k(y —o)sin(Qkp)h(p,o,u""’ )"’ (o)d pdo |sin 2k A,
o\ 2k 7wy

I"(y)- HZ(zk)(cos(zky/)gsk + S“‘(;:‘/’) wsk)
k=1

r(y) = p -
[,y v 2d A
’ (3.8)
2 24T .
zy = j j sin 2k(y — o) sin(2k p)i( p, o, v)rN (o) d pd o
4 00

j (A, w v AdA
0

Burada
W) =9, +aw,

VO (1) = cos(2ky )3, + SN

2k o
VW) =cos(2h) 8, + 22 g

Teorem geregi v'” (w) € B, €[0,¥] oldugu asikardir.
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N =0 i¢in Denklem (3.7)’den,

257
V@) =8 +ay += [ [ -0)h(p.ov ) (0)dpdo.
00

W)= eos k)9, + 3 0 4

k=1

(3.9)

0 v

ZL 2 .[ j sin 2k(y — o) cos(2k p)h(p, o, V(O))r(o) (o)dpdo,
T 0

sin(2k
V()= §)cos(2kw)9 2;%% *
= k=1

% vz
ZLEI [sin2k(y - 0)sin2k p)(p, 0, v ") (0)d pdo
Y%

v
elde edilir. Denklem (3.9) i¢in J.Ir(o)(a)h(p, 0,0)d pdo ifadesi eklenip ¢ikarilirsa ve
00

mutlak degeri alinirsa,

j j (y —0)h(p,o,0)-" (o)d pdo|+

8" @)| <[] +lap |+

ZT f v -0)| (p.o.v'")~h(p,0.0) | (0)d pdo],

o0 T o0 1 2 v ]
‘vi,? (1//)‘ < > 2;‘ +>. ﬁ;jjsm 2k(y — o) cos(2k p)h(p, o,0)r'” (o)d pdo|+
= k=1 k=1 00
201 2%7%
== j J’ sin 2k(y — o) cos(2kp)| h(p.o.v") = h(p,c,0) |r(c)d pdo),
o |2k Ty
o0 w. 0
‘vs(,lc)(l//)‘s Z 22’: +Z T jjstk(w o)sin(2kp)i(p,o,0)r'” (o)d pdo|+
= =1 k=1
=01 2%%
> . j j sin 2k(y - 0)sin(2k p)| h(p,o,v*") = h(p,5.,0) | (0)d pdo
k=1 0%

elde edilir. Cauchy esitsizligi uygulanirsa,
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1
2

V@) <) +|wow|+( I —G)ZdJJ [ | {%J(ux ~o)(p.o, O)r“”(a)dp} do} -

@(w —o—fdan (j{%j(w -o)[i(p.o.v)-h(p.o. 0)}r<°’(a)dp} do-]z :

0

| L4 %
+22—k[.!d0j X

k=1

| Do
Sl 2o

1

{E ]T. sin 2k(y — o) cos(2k p)h(p, o, 0)r'” (O')dp} da]
T 0

N | —

k=1 0

o0 1 4
+ZE J.dU X

S =y ]

[SIE

{Eismzk(w—a)cos(2kp)[h(p,a,v<°>)—h(p,o,O)]ﬂ")(a)dp} do | ,
T 0

S =y ]

+Zi(zdafx

)
k=1

12k

1

T 2 2 d "
{zjsinﬂc(l//—a)sin(Zk,O)h(P,U,O)V(O)(G)dp} da} +Zi(]da x
T 0 k=1 0

o —
[SAR

0

szfsin 2k(y —0)sin(2kp)| h(p.o.v ) = R(p, 0,0)]r<°)(a)dp} do
0 T

elde edilir. v, ve v, katsayilari i¢in Holder esitsizligi uygulanirsa,

V)| < |9+ |wow|+2\/T U’j h(p,a,O)r<0>(a)}2dpda]2+

2\/%[]:]:{[h(p, O',V(O)) —h(p,o, 0)] r(O)(G)}Z dde_Jz ,
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ck

1 1 1
(s V(S PP (s L)
ey S (Sl |+ E)

sin 2k(y —o)cos(2kp)h(p, o, O)r(o)(a)}2 afpdaJ2 + \/Z(i kL] X

I

=~
I
o'—.:a

Nk

1
2

ﬁ{sm 2k(y — o) cos(2kp)[ H(p,o,v™) - h(p,0, 0)]r<°>(a)}2 dpda] ,

1 1 1
AV (s 2 ) \/J(w 1]2

— @ =) = | x
(kz—llkzj (k—l ) 7 kz:;kz

[ T {sin 2k(y — &) sin(2k p)h(p, 7, 0)r” (U)}z ap dGJZ F \F(i%)

|

elde edilir. Burada,

s

=
Il

1

|

s
o'——.ﬁ

-
i

1

ﬁ{sm 2k(y - 0)sin(2kp) | h(p,o,v™) - h(p,c,0)] r<°>(<;)}2 d deJz

s

=
1l

1

Ayni sekilde, v, ve v, katsayilari icin Bessel esitsizligi uygulanirsa,

1
W ()| < v T PNk ’
v @] < ||+ |+ 2 - [[{n(p.0,00r"(0)} dpdo | +
00

2

2\/5 [II{[h(p, o)~ h(p.0,0)]r (o)} dpdaJ ,

+7r\/7(iﬂ{ h(p,o, O)I"(O)(G) a’pda] +

k=1

ck ck

+2=S o

k=1

15



‘“(w)\

S‘k

pan 2\/_ Z

Pl ”\F (ZI [ {p.5:0r @) dpd“jz '

k=1

ﬂ\/g(izjj{[h(p, o, v —n(p,o, 0)] 1*“”(0')}2 d,oda}2

k=1

elde edilir. Lipschitz kosulu uygulanirsa,

<l [l o0 apia |+

2\/%(:[];{3(p, o‘)‘v(O)(o')‘ r(0>(g)}2 a'pa'U]2 ,

2

+7z\/7 (iﬁ{h(p, 5,0 (o)} a’pda] +

\v(”(w)\

Ck \/_ Z ck
k=1

T lﬂ (iﬁ[]:{ﬁ(p, a)‘v(m(o—)‘r(o)((;)}z dde']Z :

sk sk

+7r\/7 (iﬁ np,o, 0)r<°>(a)} dpdaj2+

k=1

ﬂ\/g(izjj{ﬁ(p, o) ‘V(O) (0')‘ r® (6)}2 dde'J

v )< kZ 5 \/— Sw

elde edilir. Elde edilen v{"(y),v(w) ve v () katsayilarma iliskin olarak ayr1 ayri
elde edilen esitsizliklerin her tarafinin y ’ye gore maksimumu alinarak, baslangicta

tanimlanan

\v‘“(w)\

#3| ma "ol

k=1

v W)+ mas v

] -

0<y<¥Y

norm ifadesi altinda bir arada yazilirsa,
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]+l 1
2

+i((+

[+ < Sul)+5 75 2l
NES N (l{f + \Eﬁ)”m, IV || w)| )

3
ﬁ\}fﬁ(? + ﬁn)“h(ﬁ,% O)HHV(O) ('/’)H
3

olur. Teorem 3.1°de verilen kosullar altinda,
)] <0

oldugu goriilmektedir.

!

Denklem (3.8) i¢in 4, = g—;’; oldugu dikkate alindiginda,

I"(y)-7) (3, cos2ky + @, sin2ky )
}"(N+l)(l//) — k=1 r
[ A2,y v )d 2
0

v
7y 3 j j sin 2k(y — o) sink p)i( p, o,v™)r™ (o)d pd o
=1 T5%%

j A(Ay v )d A
0

olur. N =0 i¢in Denklem (3.10),

() - EZ . cos2ky + @, sin 2ky)

V(l)(l//) _ k=1 _
jh(ﬂ,w,vw))}tdl
0

0 v
ﬂzg Ijsin 2k(y — o)(sin 2k p)r'® (o) h(p, o,v'")d pd o
% 00

k=1

j h( A, v ) AdA
0

17
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v
olur. Son denklem igin j I O (o)i(p,o,0)d pdo ifadesi eklenip ¢ikarilirsa ve mutlak
00

degeri alinirsa,

)<~ g,

i

(i sin 2k(y — o) sin(2k p)r'” (o) h( p, o, O)dpa’aj

F"<w>|+—2(

|‘Usk|)

sin 2k(y — o)sin(2kp)| h(p, o, v ) ~1(p,0.0) | (0)d pdo

}

II
I

elde edilir. Burada,

2

v <Z M.
2

Elde edilen esitsizlige Cauchy esitsizligi uygulanirsa,

R B >|+—Z(

'
"gck

sk

)+£§(Ido};x

SRS

T{ Tsmzk(y/—a)sin(2kp)r<°>(a)h(p,a,O)dp} daJ +1Mi( do*]zx
0 [0 M =

|
(S —

1

T{z jf sin 2k(y — o) sinkp)r'” (o) [h(p, o, v ") —h(p,o, O)} dp} dGJ
o |7

0

elde edilir. Bessel esitsizligi uygulanirsa,

| <—

F"<w>|+—2(

'
tgck

sk)+

ﬁiM\/%LI]:{r(O)(U)h(p, o, O)}2 dpdg]z .
M \/7&1 @[, =hp.o, 0)]} dpdG]
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elde edilir. Lipshitzs kosulu uygulanirsa,

[ w)|<— lr"<w>|+—2(|9' |+l ) +
4 " 1
e T

O (o)h(p,0,0)} dde'Jz +
ﬂiM\/% II{F(O) (O')f(p, O') ‘V(O) (O')‘}z dde'jz

O'—'.hl

elde edilir. Son olarak, her tarafinin maksimumu alinirsa,

| I"(y >||+—Z(
%J}uw<w>unw,wnuvwwu+%Hrw«wunwmn

elde edilir.

19!

+He )+

Tiimevarim yontemine gore, ayni islemler N +1.iterasyona kadar siirdiiriiliirse,

% ||+||wo|||‘1‘ S

319 18.0)+ 5 Sl )+

k=1

R e

ﬁ?(\{r\/—+\/—n)
3

V3 (WY +29 7
3

I @] @l +

I @Il 0)].

'
l901(

+ " 2 <
el F+ 28]+ )+

% \/; I @|leca v @)+ %\E [ @I w0

elde edilir. Teoremden kosullar1 geregi ve v\ () € B oldugundan, vV (y) € B dur.
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3.3.Ardisik Yaklasimlarin Yakinsakhig:

Ardisik yaklagimlarin yakinsakligini gostermek igin ardisik terimler arasindaki farklar ele

alinir:

v ()~ v°%w)———jjwf o(p.o.v ) (0)dpdo.

00

v

vO ) —vO () = ;i% j jsm 2k(y — o) cos(2kp)i( p, o, v ) (o)d pdo,
= 00

-V =Y o

% sin 2k(y — o) sinkp)i( p,o,v' ) (o)d pdo.
k=1

3o

|

O e N

v

Elde edilen farklara I Ir(o)(a)h(p,a,O)d pdo ifadesi eklenip ¢ikarilirsa ve mutlak
00

degeri alinirsa,

v

) -v W<

[ 1(p.0.v'") = h(p,,0) | (¥ —0)r'"(0)d pdo|+

00

o0y o) (0)dpda|,

v
(0’(1//)‘ —zjjsin 2k(y — o) cosRk p)h(p, o,0)r'” (o)d pdo|+
= |2k 7y

>

k=1

v
izjjsin 2k(y — o) cos(2k p) [h(,D, o, v -n(p,o, O)JF(O)(U)deO"
2 00

“”(w)\ sin 2k(y — o) sin(2k p)h( p, o,0)r” (o)d pd o | +

)
k=1

v
2—1kzj j sin 2k(y — o) sin(zkp)[h(p, o.v")~h(p,0,0) | (0)d pdo
T 00

elde edilir. Cauchy esitsizligi uygulanirsa,
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v @) -vi¥ ()| <

Tw/a)chr]z(

t

{I{EI h(p.o, 0>r<°><a>dp} da} :
0 72-0

1
2

]E[h(pao-vv((]))_h(p,U,O)]r(O)(J)dp} dUJ +

|

O e ]

yj(l// —O')szJ

1
0 1 4 2
-2l S| faa
k=1 0

1

n 2 2 o0 4
{3 j sin 2k (y — o) cos(2k p)r” (o) h(p, o, O)dp} da] + Z% ( j do
VA 0 k=1 0

S ey ]
N —

=

{Ejsm 2k(y — ) cos(2kp)r'” (o) h(p, 0. V)~ I(p. o, O)Jdp} do
T 0

S ey ]

1
V-0 )| < iL[TdaJZ ;
0

i 2k
2
T

szzsin 2k(y — o) sinkp)r'” (o) [h(p, o, v ") —h(p,o, 0)} dp} do
o7

0

0| =

2

2
0 4
Sinzk(l/,_O-)sin(zkp)r<°)(0)h(,0,O',O)dp} do—] +221_kUd0
k=1 0

O e ]
O Ny

N =

elde edilir. v, ve v, katsayilar1 i¢in Holder esitsizligi uygulanirsa,

| 0 v T 0 2 :
W@ -v> o[ <2 | [[{r @[ ip.ov ™) = 1(p.0.0) ]} dpdo | +
00

2

2\/% { ! ]:{r(o)(a)h( p.o,0) a’pda] ,

21



o 1)
—v{ )< \ﬂkJ

sin 2k(y —o)cos(2kp)h(p, o, O)r(o)(a)}2 afpdaJ2 + \/Z(i kL] X

I

=~
I
o'—.:a

Nk

1
2

ﬁ{sm 2k(y — o) cos(2kp)[ H(p,o,v™) - h(p,0, 0)]r<°>(a)}2 dpda] ,

o Ffe
()(‘//)‘ \/7[1{1]8})(

[ {sinzkw/—a)sin(zkmh(p,a,0>r“”(0>}2d”dGJZ+\F (Z%J

|

elde edilir. Burada,

s

=
Il

1

|

[
S e ]
O N

-
i

1

ﬁ{sm 2k(y - 0)sin(2kp) | h(p,o,v™) - h(p,c,0)] r<°>(a)}2 d deJz

s

=
1l

1

Ayni sekilde, v, ve v, katsayilari icin Bessel esitsizligi uygulanirsa,

2

(0)(1//)‘<7z'\/7 ﬁj h(p,o, 0)r<°>(a) dpdaj +
ﬂ. 00
z\/% (II{[h(p, o) ~1(p.5,0) |r¥ (o)) dpdajz ,

Ww\w\/% [I! h(p,0.,0)r” (o)} dpdaJ +
n\/g []:]:{[h(p, o) ~h(p.5.0) ] ()} dde'Jz
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elde edilir. Elde edilen esitsizliklere Lipschitz kosulu uygulanirsa,

M)~ w@qf (I (oo @)@} “’Pd"]
2\/% @!{h( p.0,0r" (o)} dpalaJ2 :

(0)(1//)‘ < ﬂ\/i[ﬁi W p,o, O)r(o)(a)}2 d,oa’cr}2 +

]E{f(p, o) ‘Vﬂ)) (g)‘ 7O (O-)}2 a’pa’O'J2 ,

ﬂ

S =X

(0)([//)‘ < ﬂ\/g[]:j[{r(o)(a)h(p, o, 0)}2 a’,oa’GJ2 +

72'\/% (II{N) (&) (p, 0')‘1/(0)(6)‘}2 dpdo]z

elde edilir. Elde edilen esitsizliklerin her tarafinin y ’ye goére maksimumu alinarak, bir

araya getirilirse,

HV(I) (V/) _ V(O) (V/)H < MIP(\P\/? + \/ﬁﬂ-
BrY(PVE +2¥7
3

el w|prw+

| (0)(1//)H||h(/1 v.0)
elde edilir. Bu esitsizlik, teoremde verilen kosullar altinda siirhidir.
K = Hv(”(y/)—v(o)((//)H< . (3.11)

belirlensin.

Benzer sekilde, ters katsayi i¢in ardisik fark,
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0 v

) 2 I .[ sin 2k(y — o)sin2kp)i(p,o,v)r" (o)d pdo
FO )= ) = R .
[n(p.0.v)2d2
0

v
zy 3 j j sin 2k(y — o) sink p)i( p, o, v ) (o)d pd o
=1 T%%

jh( 0,0,V ") Ad A
0

v
ele alir. Son denkleme erm(g)h(p, o, v'?)d pdo ifadesi eklenip ¢ikarilir ve mutlak
00

degeri alinirsa,

) - )| <

NgE

o 3|

SR R

LM sin 2k(y —0)sin(2kp)| () (o) | i(p, 0. v")d pd |+

3
T

1

2 o0
)

k=1

Ot ¥ O §
S =y

sin 2k(y — o)sin(2kp)r” (o) h(p.o.v") = h(p,o.v"") |d pdo

3

elde edilir. Burada,

2
v ) Ada| < ve Mr_

j h(A,w,v®)AdA| <
0

Elde edilen esitsizlige sirasiyla Cauchy, Bessel esitsizlikkleri ve Lipschitz kosulu

uygulanirsa,

1
v 2

) - r‘“’(w)\<—(jf{h(p,a,v“)[r“)(o)—r“”(a)]}z dpda] +

=

elde edilir. Maksimumu alinirsa,

1

S = ]

_T{K(p, o) ‘v(” (0')‘ (l)(G)} dpdaj

24



[ @)= @] < Rl @l wlly @) —vO @+ RM O w) = @)

elde edilir. Burada,

R =%\/§ ve M =Hh(i,l//,v(o))H.

Diizenlemelerden sonra,

[ =@ H )l @) -vO | (3.12)

olur.

Yeniden,

2575
v )= ) ==[ [ -oip,0v ") (@)d pdo -
00

207
~[[w-o)mp.o.v)r " (e)dpdo,
00

VPV =Y

k=1

S

v
“.sin 2k(y — o) coskp)i(p,o,vP)r" (o)d pdo —
00

==

© v
> =2 [[sin2k(y - o) cos2kpI(p, 001 (@)d pio
k=1 00

N
vPw) v ) =Y. —

v
2% %”Sin 2k(y —o)sin(2kp)(p,o,v" )" (o)d pdo -
k=1 00
.T
0

1

o sin 2k(y — o) sin(2k p)a( p, o, v ¥ )r'” (o)d pdo
1

NgE
SRS
S =

e
Il

farki alinsin. rO()i(p,o,v)dpdo ifadesi eklenip gikarilirsa ve mutlak degeri

S %
Sk b

alinirsa,
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v ) - )| <

207
= [[[#p.0v ) =i(p,0v™) [ @)y ~0)d pdo| +
00

%ﬁ[rm(")—V(O)(U)]h(p,cf,vm’)(l//—a)dpda :

~v ()| <

in 2k(y — o) cos2k p)i(p,o.v'")| ¥ () - (o) |d pd | +

b
Il
—_

M8
ro
>-

in 2k(y —0) cos(2kp)| h(p.o.v") = (.. V) | (0)d pdo),

e
A

b
o

MS
?»—

—vP ()| <

NgE

v
ii [ [sin2k(y —o)sin@kp)h(p, 5[ (@) - (o) | d pdo| +
T 00

bl
n

NgE

v
zl_kz.”Sin 2k(y —0o) Sin(zkﬂ)[fl(/), o, v =h(p, a,v(o))] rY(o)d pdo
4 00

-~
i

elde edilir. Cauchy, Bessel, Holder esitsizlikleri ve Lipschitz kosulu uygulanirsa,

maksimumu alinirsa,

Hv(z)(l//) _V(l)(W)H < @T(\PNJF \/ﬁ”) ||f(ﬁ
M‘I’(‘PﬁﬁL NEYT -
3

W) - |||+
(3.13)

1) O @[ 2w v )|

elde edilir. Denklem (3.12), Denklem (3.13)’te yerine yazildiginda,

j‘ (1)((/,)“[TT{E(,O,O‘)‘V“)(O')—v(o)(a)‘}z d,oda]2 (3.14)

Hv(”(w)—v“’(wus[

elde edilir. Denklem (3.11), Denklem (3.14)’te yerine yazildiginda,

)KH “’(V/)H(ﬁﬁ(p, a)dpda]z (3.15)

R

26



elde edilir. Burada,

A

= \/gllj(qjﬁ+\/ﬁﬂ) , R= M E ve M = Hh(/l,w,v(o))u.
3 M \rx
Ayni yontemler sonraki farklar i¢in de uygulanirsa,
[ @)= < —— [ @l ) - ). (3.16)
1-RM

2w -vOw] < Al ) - el e+

(3.17)
Ay || ) - )|

elde edilir. Denklem (3.16), Denklem (3.17)’de yerine yazildiginda,

) < (ﬁjﬂ“”@”ﬂm{“ﬂ’ )| (o) —v“)(a)\}z dpdajz (3.18)

elde edilir. Denklem (3.15), Denklem (3.18)’de yerine yazildiginda,

A
1-RM

-0l Kl

1

v v E
x(”ﬁ(p,a)[”ﬁ(ﬁ,&)dﬁd&]dpda]

00 00
elde edilir. Integral igin degisken degistirme yontemi uygulanirsa,

1

o0l bl o[ marima]

elde edilir.

Eger N+1.iterasyona kadar siirekli olarak ayni yontemler uygulanirsa,
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[Py v )| <

1

- M\ (3.19)
(1 RM) HH (”(W)H {U!fz(p,o’)dpdaj J :

i=1

[y =r W< H Dw)lccawlp e v W) (3.20)

(N) (N+1) (N)

elde edilir. Sonug olarak N — oo iken v — ™) ve N 5 ™ olur.
3.4. Kesin Coziim ile Ardisik Coziimiin Farkin Degerlendirilmesi

Bu boliimde, asagidaki limitin saglandig1 gosterilecektir:
lim v () =v(y), im r™ () =r(y).

Oncelikle, ters katsayi i¢in asagidaki fark ele almir:

7%
-7y 3 j j sin 2k(y — o) sin(2k p)h( p, o, v)r(c)d pd o
=177 5%%
+

[n(A.p.v)Ada
0

ry)—r" ) =

k=1

o0 v
ﬂZi [ [sin2k(y - 0)sin2k p)i( p, 0, v ) (0)d pd o
00

j (A, v AdA
0

v
Son denkleme I J. r(o)i(p,o,v™"*")d pdo ifadesi eklenip cikarilirsa ve mutlak degeri
00

alinirsa,

@) = ()| <
© v

2; 72[ j j sin 2k(y — 0)sin(2k p)r(o)| h(p,o.v)~h(p,o.v*™) |dpdo

2 +

M
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o0

22,

&4
2 J’ j sin 2k(y - 0)sin(2k p)h(p, o, v ) (o)~ r" () |d pdo
4 00

k=1
M
elde edilir. Burada,
V4 2 T 2
[n(ry.v)ada < M7 e [y v 2da)< Mz
0 0

Elde edilen esitsizlige sirastyla Cauchy, Bessel esitsizlikleri ile Lipschitz kosulu

uygulanirsa ve maksimumu alinirsa,

[rw)=r* )| s%@ [l w)-v o) +

%\E [r)=r " @) |ac2 w0 )

elde edilir. Diizenlemelerden sonra,

R
1-RM

[rw)=r )| < lr@lllec v ) —v @) (3.21)

elde edilir. Burada,

49| [w N
O L

Kesin ¢ozlim ile ardisik ¢oziimiin farki alinirsa,

)W) =2 [ [ - or@Ip.0v)d pdo -

v
2 [ [ = (@(p.cv ) pdo.
00

/4

® v
12 [ [ sin2k(y - o) cos@kp)i(p.o.v)r(0)d pdo -
k=1 2k T 00

(N+1)

Va W) —vy (y)=
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o0 v
ZLEHSin 2k(y — o) cosRkp)i(p,o,v™)r™ (o)d pdo,
2k 7
k=1 00
(N+1) =1 2%% . )
VW) —vy T (w) = E ; I J. sin 2k(y —o)sin(2k p)h(p,o0,v)r(c)d pdo -
k=1 00

1
0k

NgE

&4
2 [ [sin2k(y - )sin2k p)(p, o, v )™ (0)d pd
T 00

b
Il

olur. Son denklem igin

S %

V] v v

j n(p,o,v"r(o)d pdo, j j n(p,o, vV N (o)d pdo, j j h(p,o,v " rY (o)d pdo
0 00 00

ifadeleri eklenip ¢ikarilirsa ve mutlak degeri alinirsa,

o) =y W< % [Jw o) [np.c-n(p.c)]dpdos

(v —o)[ (o)~ (o) |i(p.o.v)d pdo|+

S N

(v —0) (@)= (o) |h(p.o.v")d pdo|+

N 3

O N

3o

>

|
!
!

T(‘/’ —o)r(o)| h(p.o. v V) = h(p,o.v'") |dpdo

Vu ) =V ()| <

+

NgE

b
LN

v
izj [sin2k(y - &) cos2kp)| h(p,0,v) ~h(p,o,v*™) |r(0)d pdo
T 00

+

s

v
iz [ [sin2k(y =) coskp)[ ¥V (@) =+ (o) | h(p,0,v)d pdo
7 00

b
Il
—_

1
2k

s

v
2 j j sin 2k(y — &) cos(2k p)| (o) —r' (o) | (p, oV )d pdo| +
T 00

b
Il
—_

M

2

v
izj‘fsin 2k(y — o) cos(2kp) [h(p, o, v —n(p,o, V(N))} r(o)dpdo
7z 00

=~
1l
—_
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V@) v )| <

+

NgE

v
iz [ [sin2k(y - o) sin(kp) | 1(p,0u) ~ h(p, 0, ™) |r(0)d pdo
4 00

-
n

NgE

sin 2k(y — o) sin(2k p) [r“\””(a) - I”(N)(O')} h(p,o,v™)dpdo|+

bl
n

NgE

_l_

B
o

1 2 %4
2k 7[1[-([
Lgﬁsin%(y/—a)sin(%p) [7”(0)—;’("’“)(0)]}’1(,0, o.v™)d pdo
2k gy
1 2 %%
2k 7[;[;[

NgE

sin 2k(y — )sin(2k p)| h(p,o. v ") = h(p,o.v™) [r(0)d pdo

b
o

elde edilir. Sirastyla Cauchy, Holder ile Bessel esitsizligi, Lipschitz kosulu uygulanirsa

ve maksimumu alinirsa,

[r@) =P w)| < A ) - @) lecawlllre)| +
AP0 = )|l wlllre]+ (3.22)
Ay NP @) = O @)+ alp v O e - )

elde edilir. Denklem (3.20) ve (3.21), Denklem (3.22)’de yerine yazildiginda,

Hv(vx)—v(””)(wus(

ARM
1-RM

o - il
M (3.23)
HV‘N+"(V/)H+AIIV(W)II)HV(N“’(W)—V(N)(W)HIIE(M/)II

elde edilir. Denklem (3.19), Denklem (3.23)’de yerine yazildiginda,

A
1-RM

[y —v ¥ )| < ( ]Ilr(w)llIIK(&!//)IIHV(W) —v D )+ ( 1 _fan x

(%Hr(mﬂ(lﬂ)u + A||V(W)||jﬁ[“r(i)(w)“ \/% [ﬁ]iﬁ (o, o—)dde'J J

elde edilir. Son esitsizlige (a+b)* <2a” +2b” esitsizligi uygulanirsa,
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A
1-RM

2[(/&”%%)\%Anrmnj(—j R A ]

Hv(t,//)—v(N”)(w)Hz < 2( j (ﬁ{r(a)e(p, a)\v(a)—v“”“(a)\}2 dde'J+

1-RM

elde edilir. Elde edilen esitsizlige Gronwall esitsizligi uygulanirsa,

@) v <2 i RM][“ @) ]( ARM

)+ Allr(l//)llj

[EnE e ]

elde edilir. Sonug olarak, N — oo iken, v"* () yaklasik ¢dziimii v(y) ye yakinsar.

3.5. Coziimiin Tekligi

(3.1)~(3.4) probleminin (v,r) ve (w,/) olmak iizere iki farkli ¢dziimiiniin oldugu

varsayilsmn. Oncelikle, ters katsayilarin farki ele alinir;

v
-7y 3 j j sin 2k(y — o) sin(2k p)i( p, o, v)r(c)d pd o
=177 5%%
+

ry)-Iy) = p
j h(A,w,v)AdA

v
7y 3 j j sin 2k (y — o) sin(2k p)h( p, o, wl(o)d pd o
=1 77%5%

[ A,y w)AdA
0

v
Son denkleme Ijr(a)h(p,a, w)dpdo ifadesi eklenip ¢ikarilirsa ve mutlak degeri
00

alinirsa,

32



r(w) ()| <

z T ]T' sin 2k(y — o) sin(2k p) [r(O') - I(J)] h(p,o,w)d pdo|+ (3.24)
V4

2312 [ sin 24y —o)sinkpyr(e) [h(p, 5,v)~ h(p, 0, W) dpde
THo

elde edilir. Burada,

2 2
T M T M
< < .

Ve

Ih(ﬂ,w,v)ﬂdﬂ
0

Ih(i,(//, W)Ad A
0

Denklem (3.24) icin sirasiyla Cauchy ve Bessel esitsizlikleri ile Lipschitz kosulu

uygulanip elde edilen esitsizligin maksimumu alinirsa,
) -1 < Rl - 1w+ R @[l - v

elde edilir. Diizenlemelerden sonra,

R
1-RM

rw) -1 < [rallecap)llve) —ww) (325)

elde edilir. Burada,

R:%\/g ve M =||h(/1,l//,w)||.

v ve w ¢Ozlimlerinin farki alinirsa;

v =m0 == [ [ -0 (@hip.odpdo -2 [ [ - M@(p.o.wdpdo,

=1 2%F .
Va W)=, 1) = 2= [ [sin2k(y = @) cos(2kp)(p,,v)r(0)d pd e -
k=1 00

© v
S 2 [ [ sin2k(y o) cos2kp)h(p, 0, wli(o)d pdo,
o 2k 7wy
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V)=, ) = 3 L 2 [ [sin2k(y - 0)sinkp)h(p, 0,1)r(0)d pi -
s 0

k=1 2k

S N

0 v
ZLEI I sin 2k(y — o) sin(2k p)h(p, o, w)l(c)d pdo
o 2k 7wy

v
olur. Son denklemlere er(a)h(p, o,w)dpdo ifadesi eklenip cikarilirsa ve mutlak
00

degeri alinirsa,

|V0 w)—w, (V/)| <=

- J [ =)@ [n(p,0,v)~h(p,0,w)]dpdo|+

2 [Jw=or@)-1@)ip.0.mdpdol.

V(W) —w, (w)| <

i i%]:;.jsin 2k(y — o) cosRkp)r(o)[a(p,o,v)—h(p,o,w)]|d pdo|+

k=1

NgE

i Eﬁsin 2k(y — o) cos(2kp)[r(o)— (o) | 1(p, o, w)d pd o,
T 00

b
Il
—_

Vo (W) = wy (W)| <

M

izﬁasin 2k(y —o)sin(Qk p)r(o) [h(p, o,v)—h(p,o, w)]dde' +
T 00

=~
I

Lgﬁ{sin 2k(y —o)sin(2kp)[r(o)—I(o) | h(p, o, w)d pdo
4 00

=~
L

Ngh
)
bl

elde edilir. Sirasiyla Cauchy, Holder, Bessel esitsizlikleri ile Lipschitz kosulu uygulanip

elde edilen esitsizligin maksimumu alinirsa,

[vw) —ww)| < Alr@)[CCA IV @) = wiy)]| + Alr@) = 1) (2w, W) (3.26)

elde edilir. Denklem (3.25), Denklem (3.26)’de yerine yazildiginda,

34



jU [{r@p.0) o)~ wo)) dpdd]

b -nls( iz

bulunur. Elde edilen esitsizligin karesi alinarak Gronwall esitsizligi uygulanirsa,

”V(W)—W(t,u)”2 < ().e(l—zM) {l H(0)p.o)} dpda

elde edilir. Sonug olarak, v(y) =w(y) ve r(yv)=I(y) olur.

3.6. Coziimiin Kararhhg

Teorem 3.2. Teorem 3.1 kosullar1 saglanirsa, (3.1)—(3.4) probleminin (r,v) ¢0ziimii

9,@ ve I' baslangi¢ verilerine gore siirekli bagimlidir.
Ispat. Teorem 3.1’in kosullarin1 saglayan iki veri kiimesi
0={%,o,T}, ©={3,5,T}

olsun. Asagidaki sinirlamalarin saglandig: varsayilsin:

190,01 < Mis @]y <My [Fll gy <M
ve benzer sekilde
HIQHCI[O,;r] = Ml’ Z5”C[0Jr] < Mz’ r c?[o,1] < M3

olmak tlizere M,,M,,M; pozitif sabitlerin var oldugu kabul edilsin. Buna bagli olarak

normlar

1 ol A o R 1

6 ‘ - ngqo,n] + ”ZEHC[ + H

C[0,7] Cc?[0,T]

seklinde tanimlanir. (v,r) ve (V,7), ® ve @ verilerine karsilik gelen (3.1)~(3.4)

problemine ait ¢dziimler olsun. Ilk olarak,
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174

r(y)= [ X(w.0)r(0)do +Oy)
0

katsayis1 incelenecektir. Burada,

I"(y) -7 (3, cos2ky + @, sin 2ky)
O(y) = =
[An(A,pvydA
0

b

— Y h,(0)sin2k(y — o)
Y(y,0)=—""
j,m(;t,w,v)dz
0

v v

ry)—F() = [ (o)X (y,0)do — [F()Y(y,0)do +O(W) - B(y)
0 0

ters katsayilar farki i¢in 7(y)Y(y, o) ifadesi eklenip ¢ikarilirsa,

ry) =T (y)= Imu,a)[rw) —f(a)]da—z[w, )= Y(y.0) [F(0)do +O(y) - O(y)
elde edilir. Maksimumu alinirsa,

) =F @] < el —F @l Y]+ #]y = Y]] +|o -8

elde edilir. |W||[Y]|<1 olmak iizere,

1
=[]

¥l
=[]

) -7 < lo-e]+ - (3.27)

elde edilir.

36



I"(y)- ﬂi (3, cos2ky + @, sin2ky )
0-0-= = -

[n(a.p,v)ada
0

C"(y)- ﬂi (gc'k cos 2ky + @, sin 2k1//)
=1

2

[n(a.p.7)2dA
0

") [ A2y 7)d A =T () [ A(A.y.v)d A
0-0= - ;

+
[n(ap.v)AdA[ (A, 7)Ad A
0 0

7>, cos2ky j Ay vYdA-7Y . 3, cos 2ky j Ah(A,y,7)dA
k=1 0 k=1 0

+
[n(Ay . AdA| (A, 7)AdA
0 0

zy. @, sin2ky j Ay, vYdA-nY @, sin2ky j Ah(A,p,7)dA
k=1 0 k=1 0

.[h(/i,w,v)/‘tdﬂ j h(A,w,7)AdA
0 0

r"(y/)j h(A,p,v)AdA, ggkcoszky/j (A wv)dA  ve @, sinzky/j h(A,w,v)AdA
0 0 0

eklenip cikarilirsa,

- TW) j A, w V)= (A, ) ]dA+[ T () -T'(y) ] j Ah(A,w,v)dA
0-0= 0 0

+
[ An(A,y v)dA[ An(2p,7)d A
0 0

;zi &, cos Zkl//]a/i [h(A,w,v) - h(A,p,0)]VdA —zi[ggk ~ 3, ]cos 2kl//j|£}th(/1,x//,v)d/1
k=1 0 k=1 0

j Ah(A,w,v)dA j Ah(A,w,7)d A
0 0

37



ni @ sin 2ky [ A[ A,y ,v) = h(A,y,7)]d A —ﬁi[wsk 3, Jsin 2y [ Ah(A,y,v)d A
k=1 0 k=1 0

[ A2,y v)dA[ An(2p,7)d 2
0 0

elde edilir. Mutlak degeri alinir ve Cauchy esitsizligi uygulanirsa,

4
Ve

r"(l//)—f"(l//)\(jﬁd/ljz [ j hz(ﬂ,l//,v)dﬂT +

©-6|<

r"aﬂﬁx%ajz U{h(ﬂ,l//,v) ~ WAy, 7)) d;th +

0

0

o0

2 )[J Wﬁjz U (A pu) = (A, 7)) da}z ¥

L 4
7 (|9 - 3|+, @, )[Tﬁdi}z ( [ hz(/l,://,v)dzﬂ
k= 0 0

’
G, |+

sk

Ipgs

elde edilir. Burada,

M

Ve

J./lh(}t,l//,v)d/i <
0

j Ah(Ap,V)dA| <
0

Elde edilen esitsizlige Lipschitz kosulu uygulanirsa,

4 JE
‘MPN\ 3
I(y)- F”(l//)‘[j n (A, V/,V)dﬂ,j +7zz

(2 Z5-w’€|)[]{i;lz(ﬁ” Wav)dﬂJzi

©-6|<

r"(y/)|( [{eamv 7]} dﬂT +

0

19!

(T ﬁ(/i,l//)|v v d/ij2+

0

0

)

k=1

' Q'
l9ck - l9ck +

elde edilir. Maksimumu alinirsa,
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Jo-8l< —iazsy %[ M

7Z'4M2 3 19;]( - ‘9(:k

) - T+ 2y

+ ||wsk - w_-sk

)+
(3.28)
4

72'3 _
a1

elde edilir.

—22 sin 2k(y — G)I sin2kA) (A, ,v)d A
Y-Y=—-X 0 -
j h(A,w,v)AdA
0

2" sin 2k(y — o) [ sin(kA(A,p, 7)d A
k=1 0

b

[n(a.p.7)2dA
0

2> sin 2k(y — o) j sin(2k ) i(A, v, V)d/ij A2t u)Ad A
Y-Y=-—"- 0 0 -
j h(A,w,v)AdA j h(A,w,7)AdA
0 0

2" sin 2k(y — o) [ sin(kA)h(A,y,v)dA | (A, V) Ad A
k=1 0 0

[n(Ay AdA[ (A, 7)Ad A

0 0
[n(A,p,v)sin 26AdA [ AR(A,y,v)d A ifadesi eklenip gikarthirsa,
0 0

2" sin 2k(y — o) [ sin(kA)h(A, y,V)AA[[M(A,p,v) = h(A,y,7) | Ad A
Y-Y=-"- C C -
[n(Ay AdA[ (A7) AdA
0 0

22 sin 2k (y — O')jfsin(Zkﬂ) (A, v) = (A, 7)] d/ﬁ WA, v)AdA

j h(A,w,v)AdA j h(A,w,7)AdA
0 0

39



elde edilir. Mutlak degeri alinir ve Cauchy esitsizligi uygulanirsa,

W—ﬂg

i( j di}z U{sin(Zk/l)h(ﬁ,,w,v)}z dﬁ,jz U;L%MJZ U{h(/l,l//,v) ~ 1Ay, 7)) CMT

k=1 0
](

elde edilir. Ardindan, Bessel esitsizligi ile Lipschitz kosulu uygulanirsa,

+
' M?

1 1

“Jz U sin(2kA) [ (A4, y,v) - h(/l,!//,v)]} Jz UﬂzdiJz th(ﬂ,x//,v)dﬁT

7t M?

8

Nk
O e

=~
1l

Z[ j hz(ﬁ.,!//,v)dg); [ f{ ()| -7} dﬂT +

H—ﬂs

0

4M2 —— = Z( [{eawml-vl) dz} ( { hz(ﬂ,w,v)di]

elde edilir. Maksimumu alinirsa,

[y~ YH AL Ll (3.29)

elde edilir.

Denklem (3.28) ve (3.29), Denklem (3.27)’de yazildiginda,

lr@) 7)<

1—|\Il’|||Y|| \/ng( C@) =T+ 7 g( 8, =3+ -, )j+ (3.30)
1-|q£|||y||( ﬁ“ﬂ@ (M, + 2 (M, +M2))+%j”€(ﬂ,l//)””v—§”

elde edilir.
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viy)-v(y)= i((@k - §Ck )cos 2ky + (w‘kz—_kw‘k) sin 2kl//] cos 2k +
k=1

4, -8 —& B - ~@
( 02 0)+(w0 Zwo)l//+Z((,9sk—QSk)COSZkl//+%sin2kszin2kl+
k=1

j j h(p,o,v)y —o)r(c)d pdo — % j j W p,o,7 )y —o)F(c)dpdo +

8|~

%4

ig.”sin 2k(y —o)cos(Lkp)h(p, o, V)r(a)dde'J cos2kA —
2 00

NgE

b
LN

v
izjjsin 2k(y —o)cos(Lkp)h(p, o, V)F(a)dpda]cos 2kA+
T 00

NgE

b
Il
—_

V4

Isin 2k(y —o)sin(Qkp)h(p, o, v)r(a)dpdo} sin2kA —

M

=~
Il
—_

NgE

LET
2k 3%
1 2%% . . . .
ﬁ—jjsm 2k(y —o)sin(Qkp)h(p,o,v)r(o)d pdo |sin2kA.
4 00

bl
i

Son denkleme r(o)h(p,o,v) ifadesi eklenip ¢ikarilirsa ve mutlak degeri alinirsa,

9, -39 T = _ _
IV(I//)—V(!//)IS‘ - NG TV, S (19, -8, |+]9, -, ))+

l96‘

2 k=1
,Z:‘Z_lk( w,—0,|+o, -7, )+
%”[h(,O»U,V)—h(p,a,V)](y/—a)r(g)dpda +
%f [n(p,0,7)y —0)[r(0)-F(0)]dpdo|+
ki i%ﬁsin 2k(y — o) cos(2kp)[1(p,o,v)—h(p,0,V)|r(0)d pdo|+
Z ﬁ%] I sin 2k(y ~0)cos(2kp)[1(0) ~F(0)|(p. 0, 7)d pda| +
i i%ﬁsin 2k(y —o) sin(2kp)[h(p, o.v)-h(p,o, 17)]7”((7)dpd(7 +
g iiz ! sin2k(y ~0)sin(2kp)[r(0) =7 () | h(p.0.V)d pdo
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elde edilir. Elde edilen esitsizlige sirasiyla Cauchy, Holder ve Bessel esitsizlikleri ile

Lipschitz kosulu uygulanirsa,

0

‘ ‘ |(wo zUo)‘//| kz(

2 2
\/T[T]z r(a)f(p,a)|v—l7|}2dpdaJ2 +

{[r(a)—?(a)]h(p,a,?)}zdpda] +

V(y)-v(y)|<

+

(

wck - wck

ZD" -

)
o)
T

E
Ms

SN
N\

S =X
O ey Y

{ro)(p,0)v -7 dpdajz +

5
s
S =X
Shaee

1
2

{[r(e)~F()]n(p, G,V)}zdpdaJ +

5
2Is
S =]
S ==y

{ro)p,0)|v -7} dpdajz +

B
s
S %
S =N

T é J.I{[r(a)—F(a)]h(p,a,V)}zdde'J

elde edilir. Bulunan esitsizligin her iki tarafindan maksimum alinirsa,

g - _— .
||V(W)_7(W)||SH . H iz ZU|||‘1’| +;(
o«

ezl )+

M\P(\Pﬁwﬁn) (3.31)

[l =]+

‘gck - gck

+ '9sk - ‘§sk

)+

+|@, —T,

S S

3

iy o) -Fo)

elde edilir. Denklem (3.30), Denklem (3.31)’de yerine yazildiginda,
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% - H | - ZUOIII‘PI

[vw) -7 < +Z(z9ck 8 +19 - 3.)+
44 N — 4A\/_ " R L
m;(”wck_wck”+||wsk k”) (1 |‘P|||Y||) (y) F(‘//)H+
(3.32)
44r -
B (o 2% el
A||r(l//)||+4A\/_ 7 (M, +x(M,+M ))+ 1647 ()| -1

V3m'M (1- I‘PIIIYII) V3 (1| Y1)
elde edilir. Burada,

@W(\Pﬁ + 2\{%)

3 .

Eger

jo-a1- 12221,

BBl e S

V37 (1| ] 4

b4
o - =2 -7

44r

3z (1= ]

2\/—2(”@',{ @ ||+ ZUk”) )Z”wk @,

olarak alinirsa, burada

1 44n }
273 (1= ||
M =max{m il 4AJ; }
5 27246 3 (1= ||Y]) |
YN
tNBE (1[I
A4r (M, + 7 (M, +M,)) L _164M]lFw)]

B (-w]) B (-]

M4max{

M, = Al +
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belirlenir ve Denklem (3.32),

v —v )| <M, ||9-3|+M,|o-&|+M,|

L") =T @)+ M, v -7

()
seklinde yazilir. Buradan M = max {M,, M, M} kabul edildiginde, son esitsizlik
) -7 < My |0 8]+ M, |y -7

seklinde yazilir. (a+b)* <2a” +2b* esitsizligi uygulanirsa,
— A
v -7 <20 |0-8| +2m: [ [{t(p.0)(0)-7(0)|} dpdo
00

olur. Son esitsizlige Gronwall esitsizligi uygulanirsa,

2M? ﬁ ?(p,o)dpdo

M) -7l <23 f0-8 e

elde edilir. Sonug olarak, ® — @ iken v -V ve r — 7 olur.

3.7. Dogrusal Olmayan Problem i¢in Sayisal Coziim

Bu béliimde, teorik kisimda soyut degiskenler cinsinden ele alinan problem, sayisal

uygulamalara uygunluk saglamak amaciyla, 4 =x ve y =¢ olmak lizere zaman ve uzay

degiskenleri cinsinden yazilmistir.

Dogrusal olmayan problemlerin dogrudan c¢Oziimiiniin giic olmas: nedeniyle, bu

calismada ¢6ziim silirecinden dnce problem dogrusal bir forma indirgenir. Bu amagla

821/(") aZV(")
o ox’

) (x,O) = S(x), xe [O, 7T]
ﬁtv(") (x, O) = w(x), xe [O, 72']
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+r(Oh(x, 1,V ™) (3.33)

(3.34)



v(0,)=v" (7,1), te[0,¥]

(3.35)
8y (0,0)=0/" (7,0)=0, te[0,¥]

problemi ig¢in iteratif bir algoritma  olusturulur. V(”)(x,t):w(x,t) ve

h(x,t v l)) %(x,t) belirleyerek (3.33)-(3.35) problemi

82w o*w

Py — (t)h(x t), (3.36)
w(x,O):B(x),atw(x,O):w(x), xe[O,ﬂ] (3.37)
w(0,t)=w(x,t), d.w(0,t)=0,w(x,t)=0, t[0,¥] (3.38)

dogrusal bir problem olarak ifade edilebilir. Elde edilen dogrusal problem, sonlu farklar
yontemiyle sayisal olarak ¢oziiliir; bu asamada, kapali ve Crank—Nicolson olmak tizere

iki farkli sonlu fark semas1 uygulanir. (3.36)-(3.38) problemini ¢6zmek i¢in kapali sema:

Aitz(wijﬂ 2W/+1+mj):§(wl]+z 2W,+2+le++12)+rj+1hj+1 (3.39)

ve Crank-Nicolson semasi agagidaki gibidir:

] 1 W1+2 2W/+2 +W/+2 W'.Hl —2W:i+l +W1+1 o
J ) — 5 sz i+1 + i—1 AXl:2 i+1 + rj+1h‘]+l ) (3.40)

Baslangig ve sinir kosullari [0, 7]x[0,¥] bélgesi i¢in asagidaki sekle doniisiir:

2 1
. w—w
_ i i
Wi i - %
At
;i W +W
_ 2 Nx—1
Wl WNx’ WNx 2

Ters katsay1,
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j+l J Jj-1 Jj+l J+l
/= -2 +T a Wi — Wit
JH Alz Ax

(};zin)j+1

r

seklindedir. Burada '/ = F(tj), (;*zin)j+1 = ]r‘x;z(x t, )dx.
0

j =0 i¢in

r'-2r’+r° . Wh, = Wh,
1 At’ Ax

r = ~ 1
(hin)
j=1i¢in
220 +T° wy —wa
e AL Ax

(}Elin)j+1 ’1 hesaplamak icin trapezoidal integrasyon formiilii kullanilir.

Kapali (3.39) ve Crank-Nicolson (3.40) sonlu fark formiiliinii hesaplanmas1 i¢in Gauss
Seidel iterasyonu kullanilir. Ters katsay1 ve kaynak terimi Onceki zaman degerlerini
kullanilarak hesaplanir. Gauss Seidel iterasyon formiili,

faset) Vi RO Gy gea(se) N Gy ens)
w/ —‘—Z‘w ‘ —Z—’w’ ’

i = k >

k
a; k=14 k=i+1 4

12

burada s, iterasyondur. Sayisal hesaplamalarda, zaman adimi ¢ok kii¢iik oldugu i¢in

i+2(0 i+1
w’ (0) =w/t

l 1

seklindedir. s =0 i¢in Gauss Seidel iterasyon formiilii,

i—1 Nx
J+2(1) _ Vl a, +2(1) ik L g+l
Wt L § o ey
a; =14 k=i+l Ay
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seklindedir. Kapal1 sonlu fark semasi i¢in sag taraf terimleri agagidaki gibi tanimlanir,
V= 2w+ w/ — AR
Ayni sekilde, Crank-Nicolson sonlu fark semasi i¢in sag taraf terimleri,

2
. ‘ t . . ‘ . .
V,==2w"+w/ -——— (Wl:’fll 2w/ + w.’”)—r”lAtzh-’+1
2Ax

i+l
olarak tanimlanir. (a,) katsayr matrisi, periyodik siir kosullarina ve i¢ hesaplama
diiglimlerine gdre kapali sema ve Crank-Nicolson semasi i¢in farkli olusur.

Ornek 3.1.

v, —v. =r(f)e sin4x,

v(x, 0) =sin4x, atv(x,O) =0,

v(0,t) =v(x,t), O v(0,t) =0 v(x,t),

T 3
[()=—=¢
(0 2

Bu problemin analitik ¢éziimiinti, {r(t) ,v(x,t)} = {(6t +9¢* + 16),@’3 sin 4x}.

Sayisal ¢oziimde 200 adet kafes (Nx) kullanilir, dolaysiyla x yonii boyunca adim
0,0157°dir. Zaman adimi da 0,005 saniyedir. Gauss Seidel iterasyon siireci i¢in zaman

adim1 bagina maksimum iterasyon 100 olarak ve Gauss Seidel iterasyonunun tolerans

degeri 107° olarak alinmustir.

Sekil 3.1, ters katsay1 ¢oziimiiniin zamanla dagilimint gostermektedir. Ters katsayinin
kesin ve sayisal ¢oziimlerini karsilastirmak amaciyla, Tablo 3.1°de kapali ve Crank-
Nicolson semalart igin belirli zamanlardaki kesin ¢6ziim, mutlak hata ve bagil hata
degerleri sunulmustur. Mutlak hata ve bagil hata her iki sema i¢in de zamanla artmaktadr.

Kapali semanin Crank-Nicolson semasina kiyasla daha diisiik mutlak ve bagil hata
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tiretmektedir. Maksimum bagil hata saniye 1’de kapali ve Crank-Nicolson semalar1 igin

strastyla %3,3064 ve %3,6707 olarak gerceklesmistir. Bagil hata her iki sema igin de

%4’den azdir, bu nedenle her iki sayisal sonu¢ da ters katsayi i¢in kesin sonuglara

yakindir.

31.00
29.00
27.00
25.00

£ 23.00
21.00
19.00
17.00

15.00

0.

kesin ¢ozim
---- kapal sema ’

--------- crank-nicolson £

00 0.25 0.50 0.75 1.00

Sekil 3.1. Ters katsayinin 0 s’den 1 s’ye kadar kesin ve sayisal ¢oziimleri

Tablo 3.1. Her iki sema i¢in » ters katsayisinin kesin ¢oziimii, mutlak ve bagil hatasi

Kapah Kapah sema Crank- Crank-

ts] Kesin sema icin icin bagil Nicolson icin  Nicolson icin
¢0zim mutlak hata mutlak hata bagil hata
hata [%o] [%]

0.1 16.6009 0.0321 0.1938 0.0776 0.4677
0.2 17.2144 0.0095 0.0554 0.1468 0.8530
0.3 17.8729 0.0677 0.3787 0.2238 1.2525
0.4 18.6304 0.1538 0.8259 0.3090 1.6589
0.5 19.5625 0.2368 1.2108 0.4046 2.0683
0.6 20.7664 0.3071 1.4789 0.5115 2.4635
0.7  22.3609 0.3766 1.6844 0.6325 2.8286
0.8  24.4864 0.4790 1.9564 0.7718 3.1519
0.9 27.3049 0.6695 2.4521 0.9366 3.4303
1.0 31.0000 1.0250 3.3064 1.1379 3.6707

Sekil 3.2, (a) t=0,25s;(b) t=0,5s5; (c) t=0,75s ve (d) ¢t =1s i¢in kesin ve sayisal v

cozlimleri gostermektedir. Hiperbolik sekiller verilen zamanlarda hem kesin hem de

sayisal ¢ozlimler i¢in goriilmektedir. Zaman arttik¢a hiperbolik sekillerin derinligi de
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artmaktadir. Verilen zamanda, simetrik hiperbolik sekiller iiretilir. Tam ve kapali sema ile

Crank-Nicolson semasinin ¢oziimleri birbirine ¢ok yakindir.

kesin  ==== kapali e crank-nicolson
3.00 3.00
2.00 2.00

1.00 1.00

v(xt)

0.00 0.00

0.50 300 150 2.00 2550 3.¢0 3.50 0.00 0.50 1.00 150 2.00 250 3.

v(xt)

0.00 3.50

-1.00 -1.00

-2.00 -2.00
3.00 -3.00
X X
(a) (b)
3.00 3.00

2.00 2.00

1.00 1.00

0.00 0.00

vixt)
v(x,t)

0.00 050 {.00 1.50 2.00 A50 3. 0.00 0.50 {1.00 1.$0 2.00 450 3.0 3.50

-1.00 -1.00

-2.00 2.00

-3.00 -3.00

(©) (d)
Sekil 3.2. (a) t=0,255;(b) t=0,5s;(c) t=0,75s ve (d) t =1s durumlar1 i¢in kesin ve
sayisal v ¢ozlimleri
Sekil 3.3, (a) kesin ve (b) kapali sema ve (c) Crank-Nicolson semas1 ¢oziimleri i¢in tim
zamanlardaki hiperbolik sekilleri gostermektedir. Benzer sekilde, v ¢6ziimiiniin kesin
¢Oziimii ile kapal1 ve Crank-Nicolson semalar1 kullanilarak elde edilen sayisal ¢oziimleri

karsilagtirmak amaciyla mutlak hata ve bagil hata hesaplanmaistir.

Tablo 3.2, her iki sayisal sema i¢in belirli zamanlardaki maksimum mutlak hatay1 ve
maksimum bagil hatayr gostermektedir. Maksimum mutlak hata genellikle zamanla
artarken, maksimum bagil hata 0,7 s zamanina kadar sabit kalmaktadir. Maksimum bagil

hata her iki sayisal hesaplama i¢in de 0,9 s’de ortaya ¢ikmakta ve kapali sema ve Crank-
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Nicolson semasinda sirastyla 0,94621 ve 1,93535 olarak gozlenmektedir. Yine, kapali

semanin Crank-Nicolson semasina gore daha yakin sonuglar iirettigi goriilmiistiir.

(b)

Sekil 3.3. (a) Kesin ¢ozlim, (b) kapal1 ve (¢) Crank—Nicolson semasi i¢in v ¢dziimleri

Tablo 3.2. Belirli zamanlarda v ¢o6ziimiin mutlak ve bagil hatasi

Kapali sema icin Kapali sema icin  Crank-Nicolson Crank-Nicolson

t[s] maksimum maksimum icin maksimum  icin maksimum

mutlak hata bagil hata [%] mutlak hata bagil hata [%]
0.1 0.00628 -0.49781 0.01254 -0.99296
0.2 0.00633 -0.49491 0.01258 -0.98479
0.3 0.00644 -0.49309 0.01277 -0.97671
0.4 0.00668 -0.49051 0.01428 -0.96892
0.5 0.00709 -0.48738 0.01832 -0.96098
0.6 0.00984 -0.48382 0.02300 -0.95331
0.7 0.01389 -0.47992 0.02873 -0.94621
0.8 0.01998 0.72989 0.03614 1.46588
0.9 0.02924 0.94621 0.04618 1.93535
1.0 0.04357 0.75754 0.06042 1.49578

50



4. TERS KATSAYILI PSEUDO-HiPERBOLIK PROBLEMIN iNCELENMESI

4.1.Coziimiin Bulunmasi

Y >0 olmak iizere, Q2:= {0 <A<m0<y< ‘P} bolgesinde tanimli Denklem (4.1) ile

verilen ters katsayili pseudo-hiperbolik denklem incelenmektedir:
Vl//l// - ‘C"Vﬁ.ly/y/ - V}J = r(l//)h(ﬁ'a l//a V)a (4 1)
Denklem i¢in baslangic kosullar

v(4,0)=38(1),

0,v(,0) = (1), (4.2)

periyodik sinir kosullart

v(0,y) =v(z,¥),

(4.3)
61‘/(0’ l//) = aﬂv(”a W)

ve ek kosul
T(y) = [ Av(2y)d2 (44)
0

ile birlikte ele alinmaktadir. Burada & @ ve I' fonksiyonlari [0,7[] araliginda,

h(A,w,v) fonksiyonu ﬁx{—w,oo} iizerinde tanimli verilen fonksiyonlardir. ¢>0,

kiiclik parametredir.

Problem (4.1)—(4.3)’{in ¢6ziimii Fourier yontemiyle Denklem (4.5) seklinde elde edilir:

v(ly)= %(190 +a@,t+ %ﬁ{(t// —o)r(o)h(p,o, v)dde'J +

ZD-ck

s

[190,( cos o, + sin gokchos2k/1+ (4.5)

=~
Il

1

2.

o0
k=1

k

v
[szjr(a)h(p, o,v)cos2kpsin o, (v —G)dpda] cos2kA +
tpk T 00
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wsk

NgE

[Ssk cos W + singokt//jsin 2kA+

b
Il

1 k

) v
(Lg J' I r(o)h(p,o,v)sin2kpsingp, (y — a)dpdr} sin 2k A.
k=1 0

k T 0
Burada,
B 2k

o= J1+4ek?”

9 = 2 j HA)dA, 9, = 2 j H(A)cos2kAdA, 3, = 2 j H(A)sin 2k Ad A,
T 0 73 0 T 0

2
@, =—
V4

[ @(A)dA,@, = g j @(A)cos2kAd A, @, = ’ j @(A)sin 2k Ad 2.
0 T 0 T 0

Denklem (4.1)’in her iki tarafi A degiskeni ile garpilarak [0,7[] araliginda integrali

alinirsa
(v Ada—e[v,,,, Adi—[v, dd=ry)| Wiy, v)AdA
0 0 0 0

elde edilir. Birinci integralin I'"(y) oldugu dikkate alindiginda, ikinci ve tgilincii
integraller i¢in kismi integrasyon uygulanir. Denklem (4.5) kullanilarak ters katsay1 »(y)
Denklem (4.6) seklinde elde edilir:

I'y)+ew, (r)—ca,(0)
ry)=——7F—" —

j Ah(A,p,v)dA
0

7 i i(2k){(gpi _l)lgsk COS@kW‘*‘[&@k _L]wsk Sin{ok‘//}_ (4.6)
[ 2hayvyda ™ i
u i(zk){izﬁsin 0. (v —)sin(2k pYh(p, o,V )r(o)d pda}.
cTo0

j Ah(A,y,v)dA <!
0
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4.2.Coziimiin Varhg

Teorem 4.1.
K1. T(y) e C*[0,¥], (y) € C[0, V],
K2. (1) eC'[0, 7], @(A) € C'[0, x],

K3. i(A,y,v) fonksiyonu Qx(—o0,00)de her yerde siirekli olsun ve asagidaki kosullari

saglasin;

On(Ayy) YAy )| _
Py I YIC! %S v—v|i(A,w), k=0,2.

a)

Burada, ((A,y) e L,(Q), ((A,y)>0.

b) M(A,yw,v)eC'[0,7],w €[0,¥],

nAp,v)| <M.
¢) Ih(ﬁ,t//,v)dﬂ #0, Yy [0,¥].
0

K1-K3 kosullar1 saglandiginda, Denklem (4.1)-(4.4)’in ¢6zliimii var ve tektir.

Ispat. Picard ardisik yaklasim ydntemi kullanilarak, Denklem (4.5) ve (4.6) igin ardisik

yaklagimlar asagidaki bicimde olusturulur:

v
V(NH)(ﬂ,,l//):%(ngo—HUOI//+£J.Jh(p,G,V(N))7’(N)(U)(l//_G)dpdG]—'—
9%

NgE

cos(p, )9, + Sin(@.y) @, jcos 2kA+

k

b
LR

4.7)
r

[Ms

v
%.”sin 0, (y —o)cosLkp)h(p,o, V(N))V(N)(G)dde'JCOS 2kA+
00

=~
L

k

NgE

cos(, )3, + sy T, jsin 2kA+

k

=~
LN
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= (1 2%% .
ZL— 2 j j sin @, (v — o) sink p)i(p, o, v )r™ (o)d pdaJsin 2k,
0

=1\ 8% T

PV () = F”((,/:) tem, (r)—¢m,(0) N

j h(A,w,vY)AdA
0

< 1 .
ﬂ2(2k){(5@i _l)gsk cos oy +[5@k - o ]l/jsk S @k@”}
k=1 k

j h( A, v AdA
0

0 v
7y (2k) {80172[ j jsin @, (y —o)sinQk p)i(p,o,vV)rY (o)d pda}
k=1 00

k

j h(A, v AdA
0

Burada

vl ) =8, + @,

v () = &, cos(2ky) + ZZ—Z sin(2ky),

VO () = 8, cos(2ky )+ ‘;—Zsin(zky/).

Teorem geregi v'” () € B, v [0, ¥] oldugu asikardur.

N =0 i¢in Denklem (4.7)’den,

200
Vo (W) =8 +ay+ ;f [ =) (@)n(p,0,v")dpdo,
00

o0

> sin
V) = cos(pp) gy + > Y oy
k=1 k=1 k

. (4.9)

© 4
ZLE I I sin g, (w — o) cos(2k o) (o)h(p,o,v”)dpdo,
k=1 Sok 7 00

54



w.vk

Vs(/i) ()= Z 8, cosp,p+ Z sin @,y +
k=1 =)

k

s

© U4
ZLE .”sin @, (w —o)sin(kp)r'” (o) p,o,v”)d pdo
s 0

v
elde edilir. Denklem (4.9) i¢in J.Ir(o)(a)h(p, 0,0)d pdo ifadesi eklenip ¢ikarilirsa ve
00

mutlak degeri alinirsa,

217
v @) <1+l + | [ [[ G0, 0.v ) = ip,0.0) [ — o) (@)d pd o +
00
27 (0)
=[[np.0.0(w ~0)r " (0)dpda|.
T 00
v ()| <
& =l | &1 2%%
S8+ D+ > —= j j sin @, (v — o) cos(2k p)r® () h( p, o,0)d pd |+
=l k=1 | 8% | k=18 T 0%
© v
Sl [[sinour=orcoshor @)1, p.0.0) ] i,
V)| <
& =l | &1 2%%
Y19+ 2=+ Do = [ [sin g, (w - o) sinkp)i(p, 7,00 ()d pd | +
k=1 =1 | 8| =18 T LY

>

k=1

Lzﬁin 9, (v —o)sin(2k p) |:h(p, o, v —n(p,o, 0)] rO(5)d pdo

k 0

elde edilir. Cauchy esitsizligi uygulanirsa,

v )| <|9|+ @] +(T(w —a)zdon (J{EJ r'®(o)h(p, a,O)dp} da}z +
0 7 0

0

v ) % ADX: . . 2 2
[ Jr=o) da] [ ] {; [[p.o.v ) ~1(p.0.0) ] )(G)dp} dcr] :

0 0
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ck

1
© 1 2
+ d
kz;sokU O-} §

k= k

1

singok(w—O')cos(ka)r(O)(O')h(p,G,O)dp} dGJ + L(Tda]

S ey ]
o t—y

180k

2

T
1
2

{zjsin(@k(!//—(T)COS(2k,0)|:h(,O,G,V(O))—h(p,O',O):IF(O)(G)d,O} dGJ ,
T 0

O ]

sk

ZI9| >

k=1 | 8

+g;k[wjx

Tsinpk(w—J)sin(ka)r(o)(a)h(p,O',O)dp} dO'J +iéﬁd0)z

SRS

I{

T{E]Esin 0. (w —0)sin(2kp)r” ()| i(p.o.v'") ~h(p. o, O)]dp} a’aJ
v/

| =

0 0

elde edilir. v, ve v, katsayilari icin Holder esitsizligi uygulanirsa,

Vi’ ()| < |,9|+|w0;//|+2\/7 [j {Ej (°)(cr)h(p,0,0)dp} d0]2+
JZ-O

3

250 [I {EI | i(p.o V') =h(p.o, 0)]r<°>(a)dp} dan :
T

3|y 0
1 1
@ 1 2 © o) 1
—_— w —_—
(;@ij (k “ (kZSO J

{sm@(ly 0')cos(2kp)} h(p,o, O)r(o)(a)dde'J \/7(? ! jzx

S
S =

ES
o

NgE

klgok

1
2

T'T{smgok (v — G)cos(2kp)[h(p,0' v —#(p, o O)} (0)(0')}2 dpda] ,

=~
I

NgE
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N | —

=1 (L 2 via 1 %
— . 2, ]— — | x
(ZS@J [— i j ' \/;(kz_;@kj
Tj sin o, (y — )sin(2k p)h(p,,0)r" (o)} dpda]z +2\/Z (iLjZ «

!

E

b

M

N | —

k=1

{sin 9, (y —0)sin(2kp)| h(p,0,v") ~ h(p,.,0) | (0')}2 d pda]

O

elde edilir. Burada,

1
0 1 B 7[2
DN R
k=1 82 24

Ayni sekilde, v, ve v, Kkatsayilari i¢in Bessel esitsizligi uygulanirsa,

v W <14l + Iwow|+2\r (I I r*(@)h(p,a,0)] dpdaT

2

2@([]{ (@) p.or)=(p.c.0)]} dpdo] ,

o (g

(h(p, 0,00 (o))" dpdajz +

1

Ck
Y Y|~

2‘/—+—
24 & kZ::

2|7 v
24 &

v w|<2

o e—
o t—y

1

ﬁ{[h(p, o)~ h(p,0.0) | (o)} d pda]z ,

NgE

1

b
Il

1

7’ = 2 )2
£\ g (Z i ] '
/”"’ a4 {iﬁi{h(p, ,0r" (o))’ dde'Jz 4
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{5 o)

elde edilir. Lipschitz kosulu uygulanirsa,

1
v )| <9+ |+2\/Z ﬁ{r(o)(a)h( aO)}zd do | +
0 l// — 170 Olr// 372_ X :09 ’ ,0

2\/5 [I]j{r(o)(a)ﬁ(p, o) @)} dpda]z ,

|+ —+gz / (ivjj <°>(o)h(p,a 0) dpdan
/”‘” & (iﬁ{r<°>(a)£(p,a)\vw)(a)\}zdpdaj :

+2 /711// a4 [iﬁ{r<0>(g)h(p, o, O)}2 a’,oa’UJ2 +

+ 2—+5Z 1
1
2

S oot

elde edilir. Elde edilen v" (w),v) (w) ve v () katsayilarina iligkin olarak ayri ayr1 elde

ck

9k sk

edilen esitsizliklerin her tarafinin y ’ye gore maksimumu alinarak, baslangicta

tanimlanan

Hv“)(l/l)u max ‘VO (V/)‘Jri[max

0<y <P —/Losy<w

1
)|+ max v

vew|

norm ifadesi altinda bir arada yazilirsa,

]+ ||wo|||‘P| 3

2 ©
+ 2 (I8l +1191)+ %+8;(Ilwckll+llwskll)+

k=1

<
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3

R L Ty
3

[\PZ \/? +4Y, /% + #Pg]”h(;t,t//, 0| )|

elde edilir. Teorem 4.1°de verilen kosullar altinda,

<

oldugu goriilmektedir.

!

Denklem (4.8) i¢in 9, = i—z ve h, = hz_ckk oldugu dikkate alindiginda,

P )=

—7 ) {a, cos(p )9, +bsin(p )@, |+ T () + @, () - @, (0)
k=1 +

[ A,y v)d
0

- v
—ﬂZ{lzf [sin o, (¥ —0)cos(2kp)r ™ (@ (p,v)d dg}
T 00

k=1 k

[AnQ,p,v")dA
0

1 1

lur. Burada, ¢, = ——,b, = ——.
olur. Burada, a, YRER m

N =0 i¢in Denklem (4.10),

0

_”Z {ak cos(p, )9 + b, sin(p,y ), } +IM"(y)+ ¢m, (r)-¢m,(0)

r(l)(v/) — k=1
j Ah(A,w v )dA
0
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% vz
232 [ [sin g, (v~ ) cos2kp)r (o) (p, 0.V )d pdo
k=1 pk T 00

[An(A,y,v)d A
0

v
olur. Son denklem i¢in I I (o) p,o,0)d pdo ifadesi eklenip ¢ikarilarak ve mutlak
00

deger alindiktan sonra Cauchy esitsizligi uygulanirsa,

1
2 o0 1 14 2
‘I"(D([//)‘SW SO—(J.CIIO'J X

k=1 % \ o

L
2

U{EI sin , (v — o) cos(2kp)r'” (o) [1'(p,o,v") =W (p,0, O)]dp} da} )
7z 0

T

ERSTI TN | T ——r

0 0

+ |bkwc’k

) + ‘gww (7[)‘ + ‘EZD'V/ (0)‘ +

2 = , "
M (”Zﬂak% I (‘//)U

elde edilir. Burada,

2
T M
< .

j (A, ,v®)d A
0

Elde edilen esitsizlige Holder esitsizligi uygulanirsa,

1

3 2 - 2 % 20 )? = 2 ;
SRR o S

k=1 k=1

2(‘gww(ﬂ)‘+‘gww(0)‘+|F"(z//)|)+ 1 \/; R
M M\ z ;p_i )

[ih {sin g, ( — o) cos2k p)r (NI (p, V™) ~ 1 (p, 5, 0)]} dpdajz 4

k=1

|
N\
bl
I, 8
Qa\
el
[ )
N—
0| —
+
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M \/7(]( - pJ (iﬁ{sin@k(v/—0)cos(2kp)r<o>(6)h,(p’ 0’0)}zdpdan

k=1

elde edilir. Bessel esitsizligi uygulanirsa,

R R I YA A e ol O} W),

1

[ mo,v“”)—h’(p,a,oﬂr%)}zdpdaT .

|
i

SR ]

1

(H(p,.0r" (o)} dpda]z

2
N A
M\ 7\ 24

elde edilir. Burada

() (o) = { )

Lipschitz kosulu uygulanirsa,

O'—:N

N | —

9 © =\ 2(|em, ()| +|em, (0)|+[["(w)|

"’(1)(1//)‘SE(#%W&HU%WMU"‘ (‘ - ‘ ‘7[2]\; ‘ )

4 ly(7 0 o) OFFNE :
oot ! ! (©)(p.oW" (o) pdo | +

1

4 % 2 v 2
DY —
elde edilir. Son olarak, her tarafinin maksimumu alinirsa,
I <‘><w>\\<—(u2||9' j 2{fea, )+ ‘“’ O w) |

B G el ol WF Pl

61



bulunur.

Tlimevarim yontemine gore, ayni islemler » +1.iterasyona kadar siirdiiriiliirse,

% ||+||wo|||‘P| S

s B S, )+ =+ 53l

E +4‘PJ‘*;—Z+”‘”Jlm,wnuw<w>uuvw><w>u+
[\W@M% /q;—fwz‘PgJMH

R B YL

WN—,/ ||fm,w)||u O @+ 4w |NE / H W )|

elde edilir. Teoremden kosullar1 geregi ve v\ (y) € B oldugundan, v***" () € B dur.

@)+

rwl)

’
‘9c ck

ck

] 2(jem, o]+ \ew O+

4.3.Ardisik Yaklasimlarin Yakinsakhgi

Ardisik yaklasimlarin yakinsakligini gostermek i¢in ardisik terimler arasindaki farklar ele

alinir:

v W) - () == j j V(@) ~0)h(p.ovV)d pdo,

1 2%% .
VW)=V == [ [sing, (v~ 0)eoskp)r (@) p.0.v)d pdo,
00

k

Vi ()~ v“”(w)—so—— [ Jsin 9.y —0)sin2kp)r (o). 0.V Vd pdo

k

v
Elde edilen farklara J. J (o) p,o,0)d pdo ifadesi eklenip ¢ikarilirsa ve mutlak degeri
00

alinirsa,
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v
2 [[[p.00)~(p.0.0) | ~ o) ()d pdo| +
T

00

v ) v ()| <

n(p,o,0)(y —o)r'” (o)dpda|,

2
T

Sheam )
S =33

SE

o0 v
2 L gusin @, (w —o)cos(2kp)i(p,o,0)r” (o)d pdo| +
= |8 T Y%

k

v

> LEI [sin, (v - o) cos2kp)[ 1 p. v ) = (p,0.0) | (0)d pd ],
k7000

k=1

T

LEJ‘ISin 9,y —o)sinLkp)h(p,o, 0)7'(0)(0)dpdg +
O,

k

(0) (t)‘

=1

>

k=1

——'”sm@k(l// a)s1n(2kp)[h(p,0' v —h(p, o, O)] r(o)dpdo

elde edilir. Cauchy esitsizligi uygulanirsa,

fo-oree
Jov-arar] 1]

(0)(1//)‘ < iL{IdGJ %

k=1 82

v @) - )| <

1

.T (0)(0') h(p,a v —h(p, o, 0)]dp} dGJ +

SR

N o

S =]

SHES

[#)hip, o 0)dp} da} :

1

{E]{sin 9, (w —o)cosLkp)h(p, o, O)r(o)(a)dp} dGJ + iLU{cZJT X
Ty 0

S N

=1 69

{%TSin@k(W—U)COS(2kp)[h(p,a,v(0))—h(p,O',O)]r(o)(a)dp} dJJ ,

S
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(0)(1//)‘ gé(JdJ] X

1

2 0 4 E
sin @, (v — o) sin2k p)h( p, o, O)r(o)(a)dp} dO'J +Zi( j da) x
k=1 ((Ok 0

S =X
S =N

{% |

T {EI sin g, ( _G)Sin(zkp)[h(P,G,v(O))—h(p,O',O)]r(O)(a)dp} do-J ,
T

1

0 0

elde edilir. v, ve v, katsayilari i¢in Holder esitsizligi uygulanirsa,

2

V) - v<°>(w)\<2\/7 (ﬁ{[fz(p,a,v@)—h(p,a,O)}ﬂ“)(a)}zdpdaJ ;

2\/%[11{7%(,0, o, O)r(o)(a)}2 dpa’aJ2 ,
0 S :
”(!//)\<2\/; (Z@—J x

[i?j{sin @, (w —o)cos(2kp)h(p, o, 0)1"(0)(0)}2 d,oa’cr}2 + (i LZT X

k=1 8
1
2

(T sin o, (y — o) cos(2kp)| h(p,o,v?)—h(p,0,0) [+ (o) dedO' ,
2.

k=1

(0>(l//)‘ ( ]2 %
=1 Sok

2" [ZI [{sin o, (v - ) sin@kp)i(p, 0, 00" (@) dpdaT {i szz 3
T\ k=100

k=1 k

1

SIIe . ) >
2 [ZI [ {sin @, (v —0)sin2kp) [ p.0V ") ~1(p.5,0) ] (o)} dpdo-]
00
elde edilir. Burada,
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1
0 1 0 72_2
25| =y5te
=1 24
Ayni sekilde, v, ve v, katsayilari i¢in Bessel esitsizligi uygulanirsa,

2

Vi)~ V(O’(w)\<2( (H{ ") (p.o )~ h(p,a(»}fdpda] +

2\/% (ﬁ{r”)(a)h(p, 7.0)} dpdan ,
—vPp)|<2 /‘” + 2 g(iﬁ{h(p,a,oy(o)(a)}zdpdajz+

VZ + "; £ (gi!{[ﬁ(p o v ) —h(p,o, 0)]r<°>(c;)}2 dpdd}z :

VO <2 /‘”” A {ii”{h(p 7,0 (o)} ar,oaraJ2 +

2

24 + 72_8( wII]:{ h(p,o, V(O)) h(p,o, O):' (0)(0)} dde_J

elde edilir. Lipschitz kosulu uygulanirsa,

@) - )| < 2\F U[ ((p,oW"” (o)r?” (0)} dpdon
2\/5[1]:&1(,0, o, O)F(O)(O')}Z a’,oda]2 ,

<°)(z//)‘ <2 /Wz Ve [ﬂ r(o)(o')h(p, o, O)}2 dpda]z +
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1

2 / vr ¥ g(ﬂ [HO@) .o (o)} dde'Jz,
(0)((//)‘ <2 /l/l +— L4 g []/‘]E r(O)(O')h(,O, o',O)}2 dde']Z +

2 “’” gﬁj r<°>(a)£(p,a)v“’>(a)}2arpara]2

elde edilir. Elde edilen esitsizliklerin her tarafinin y ’ye goére maksimumu alinarak, bir

araya getirilirse,

3
v @) —v @) < (l}ﬂ \/? LAY, /\I;—Z + #Pg}”h(/l,l//, N
3
B e el ol o

elde edilir. Bu esitsizlik, teoremde verilen kosullar altinda sinirhidir.
K=" w) v )| <. (4.11)

belirlensin.

Benzer sekilde, ters katsay1 i¢in ardisik fark,

rOy)-r(yw) =

1
2

sin o, (v — o) coskp)r’ (o)# (p, o, v“))dpdaj —~

<o
M
°G|H
| ro
S =]
O e

1
2

" v
25 L2 sin g, (y ~0)cos2kp)r (@) (p.0v ) p daj
T 00

vz
ele alimir. Son denkleme .[Ir(]) (o)h(p,o,v?)dpdo eklenip gikarilirsa ve mutlak degeri
00

alinirsa,
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W)=V <

o0 v
LZ Lg_”sin 0, (y—0o) cos(2kp)|:r(l)(0')—r(o)(a):' h(p,o,v")dpdo|+
M Z\ 9 Ty
2 &1 2%F
— > |—= [ [sing, (y — o) cos2kp)r (@) W (p, o)~ (p,0,v'") |d pdo
M S0 Ty

elde edilir. Burada,

M r?

Mr?

< ve <

[nQp, v ad A
0

j WAy, v AdA
0

Elde edilen esitsizlige sirastyla Cauchy, Holder, Bessel esitsizlikleri ile Lipschitz kosulu

uygulanirsa ve maksimumu alinirsa,
[ @) =) < R @)l v @) v )| + RM | ) - O W)

elde edilir. Diizenlemelerden sonra,
[ w)-r = =@y e v w)| (4.12)

elde edilir. Burada,

4|‘I’| Yr WYe¢ ,
R 2a T e M= W2y ).
Yeniden,

2%7
W)= @) == [[r @)= a)hp,0v")dpdo+
00

2% 7
= [[#p.o.v )y ~ oW (@)d pdo,
00
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T

v
L%“.sin 0, (w —o)coskp)h(p,o,v)r"(o)d pdo —
0

@
k=1 (@k 0

voWw) vy )=

o v
ZL EH.sin ., (W —o)coskp)h(p,o,v ) (0)d pdo,
=1 8% 790

© 1 Q%% .
v () -vi(w)= Z—; sin o, (W — o) sinkp)r® (o) i(p,o,v")d pdo -

k=1 8%
v
J
0

S e ]
O ey

1

sin g, (v — o) sin(2kp)r'” (o)h(p,0,v'")d pdo
1 62

M
3 |

S =N

=~
1l

v
farki alinsin. J. I rV(o)(p,o,v”)d pdo ifadesi eklenip cikarilirsa ve ardindan mutlak
00

degeri alinirsa,

v @) v ()| < +

%ﬁ(w —0)| (p.o.v®) = h(p.o.v'") |r"(0)d pdo

gﬁ('// ~o)(p,o.v )| r(0)-r(0) |dpdo],
T 00

v W) v )| <

312 [ [sin, (v - o) cos2hp) [1(0) - 1O(0) | p, vV pdor| +

=182 T %%

i

M

b

b
Il

2%% .
= [ [sin @ (v =) cos@hp) [ p,0v") = I, v") |V (0)d pdor
00

k

VP -vPwl<

+

M

]{sin 0, (y —o)sin(2k p) [r(” (o)— r(o)(a)] h(p,o,v'")dpdo

bl
o

M

1 2%
o)
1 2%
o)

[sing, (v —)sinkp) [ h(p, 0 ") ~1(p,0v ) | (0)d pdo
4 0

=~
L

olur. Cauchy, Bessel, Holder esitsizlikleri ve Lipschitz kosulu uygulanirsa, maksimumu

alinirsa,
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[ w)-vP )<

‘PZE +4¥ ﬁy(%wj I | lecawl " ) -v O )|+ (4.13)

‘I’z\/? +4¥ /#P(Z—;+gj |- @) = )| [ Ay

elde edilir. Denklem (4.12), Denklem (4.13)’de yerine yazildiginda,

[ w)-v s[

bl [k

}2 dde'T (4.14)

elde edilir. Denklem (4.11), Denklem (4.14)’te yerine yazildiginda,

)KH (“(wu[ﬁ (p. o)dpdaT (4.15)

Hv@(w)—v“)(w)us(

elde edilir. Burada,

A= \Iﬂ\/7+4\11 /ﬂ‘{’ Z e R—4|\P| Yz Te | M =[n(A,p.v ™).

Ayn1 yontemler sonraki fark i¢in uygulanirsa,

RO @,

—yy al V@ @) - @), (4.16)

[? @) -] <

[P @) -r2 @< Al @l w) - e+

(4.17)
Ay [ @)=

elde edilir. Denklem (4.16), Denklem (4.17)’de yerine yazildiginda,

}2 a’pdGJz (4.18)

)P )< ( j\ <2>(w>\\[ﬁ{£(p,a)\v<”
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elde edilir. Denklem (4.15), Denklem (4.18)’de yerine yazildiginda,

[ )P )| <

(1—2\4] K Hr(”(‘/’)uHF(Z)(V/)H[II “(p, G)GIW(@ 5)d/3d&J dpdan

elde edilir. Integral i¢in degisken degistirme ydntemi uygulanirsa,

1

bl | Kb wlhowl [TT Wmdﬁddj

elde edilir.

Eger N+1. iterasyona kadar siirekli olarak ayni yontemler uygulanirsa,

1
2

-l <( i | ST el [ [Tewoama] [ @

R
1-RM

[ @y =W < [ @lecaply ™ @) o) (4.20)

(N)

edilir. Sonug olarak, N —» oo iken V'™ V™ ye pNV 5N Glyr,

4.4.Kesin Coziim ile Ardisik Coziimiin Farkin Degerlendirilmesi

Bu boliimde, asagidaki limitin saglandig1 gosterilecektir:
lim v (y,e) =v(y, &), lim r" (y) =r(y).

Oncelikle, ters katsay1 icin asagidaki fark ele almr:

© v
-7 2k 12 [ [sin g, (v —o)sinkp)h(p,0,v)r(0)d pdo
() - () = — L T

_+_
j h(A,w,v)AdA
0
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0 x4
7> 2k li [ [sin g, (w —0)sin2kp)(p,0,v ") (0)d pdo
k=1 0

k 0

j h(Aw, vV ) Ad A
0

!

Son denklem i¢in 7, = ZZ oldugu dikkate alinirsa,

0

—ﬂzlzjl.]{sin 0,y —o)coskp)r(o)h'(p,o,v)dpdo

=1 82 7T 9% +

rp)—r"(y) = -
[n(A,y)2da

© vz
”250172[.[ [sin @, ( — o) cos2kp)r™ ()1 (p, 0, v ") pd o
k=1 k 00

[y v ) AdA
0

v
olur. j J. r(o)hi(p,o,v"™)d pdo ifadesi eklenip ¢ikarilarsa ve mutlak degeri alinirsa,
00

6y =" ()| <

2y ;ij [sing, (t—0)sinkp)[ ()~ () |h(p,0,u™")d pdo
k=1 k 00

+
M

2y igj j sin o, (t - o) sin(2k p)r(0) | (p.o.u) - h(p,o,u™ ™) |d pdo
4 00

=1 |8k

M

elde edilir. Burada,

M

2
T M
< .

ve <

jh(/l,z//,v)ﬁdxl
0

j WA, vV AdA
0

Elde edilen esitsizlige sirasiyla Cauchy, Holder, Bessel esitsizlikleri ile Lipschitz kosulu

uygulanarak maksimumu alinirsa,
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HF(V/) _ F(NH)(I//)H < 4}|\j| /lp6ﬂ' N ‘17’;9 Hr(l//) _’”(NH)(V/)HHh(ﬂaV/aV(NH))

4|‘P| ‘Pﬂ' Ye N+l
et el wllve) - e

|+

elde edilir. Diizenlemelerden sonra,

) -+ ) < Rlrp)|leA

L e @21)

elde edilir. Burada,

AlY| ¥z Ye _ (N+1)
= ve M = (A, v

Kesin ¢oziim ile ardisik ¢6ziimiin farki alinirsa,

W)= @)= [ [ =r@)itp.ov)dpdo -

2%7%
~[Jw-ayr"@h(p.o.v")dpdo,
00

Lk (W) V(N+l)

» vz
=12 [ [sing, (o) cos@kp)r(h(p,0.v)d pdo -
=1 8% T 5%

w v
S 2 [[sin g, (v o) cos2kp)r (@ p.0.v " d pdo,
k=1 @k 4 0

N =1 2%F . .
Ve )=V ( )=Z@—;j [sin o, (y - 0)sinkp)r(o)(p,0,v)d pdor -
k=1 k

w v
S L2 [sing, (v ~0)sin(kp) ™ (@)(p.0.v ) pdo
k=1 8% 0%

olur. Son denklem icin

O e ]
O

v v
(o) p,o,v™)d pdo, j jr(a)h(p, o, v Md pdo, j j VD () p, o, v )d pd o
00 0
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ifadeleri eklenip ¢ikarilirsa ve mutlak degeri alinirsa,

)i W< 2 [ [ - 0@ [Mp.00) - g0 ) dpdo +

%T]E(l//_U)[I,.(N+1)(G)_V(N)(G)]h(p,G’V(N))dpda n

_T(l// G) r(o)— V(N+1)(O')]h(p,0 V(N))dpd()'

e
e

_T (w— G)F(G)[h(p,O' v —h(p, o, V(N)):'dpdd

va @)=V )| <

NgE

-
n

QL% [sin, (i - ) cos2kp)| (@)= (@) | i(p,,v")d pdo| +
k T 0

_T sin g, (y — U)COS(ka)[h(p,O‘ v)—h(p,o, V(NH))}I’(U)dde'

b
n

M8
:8_‘

= [[sing, (y —o)cos2kp)[ 7V (@)= (0) | i(p,0,v")d pdo| +
0

bl
I

MS
=

NgE

!
e
|
|

L 21 sin g, (v - ) cos2kp) [ 1 p, v ™) = p, v ™) | M) pd o],
0, 7 ¢
k 0

b
i

V)=V )| <

Ms

——jjmngok(y/ a)sm(2kp)[r(a) r(N”)(a)Jh(p,a v pdo|+

k

-~
i

MS

j j sin o, (v - 0)sin(2kp)| h(p.o,v) = h(p.o.v"™) |r(o)d pdo| +

S/Jk

=~
n

Ms

——jj51ngok(w 0)sm(2kp)[ V(o) — V(N)(G):Ih(p,O' v pdol|+

k

-~
i

MS

=~
n

J.Ismgok (v — a)s1n(2kp)[h(p,0' v —h(p, o, V(N)):II”(O')dde'
00

SOk

elde edilir. Sirasiyla Cauchy, Holder ile Bessel esitsizlikleri ile Lipschitz kosulu

uygulanilarak maksimumu alinirsa,

73



v - <

qj\/? +4\FW [rallccwllve) v w)|+

v [ aw - | - s (422
\y@ caw o v [lror-r e

xp\/? Iy =] rollccamll e )|

elde edilir. Denklem (4.20) ve (4.21), Denklem (4.22)’de yerine yazildiginda,

Hv(w)—v““”(w)us(l_
( ARM
1-

RMjnw,w)||||r(z//)||uv<w)—v<N*‘>(u/)H+
(4.23)

[zl @] + alrw)lllec, V/)IIJHV(N“)(V/) V)|

elde edilir. Burada,

2
A= Y 4w w7,
\ 3 24

Denklem (4.19), Denklem (4.23)’de yerine yazildiginda,

v -v* )< [1 — ]||ﬁ(z,w>||||r<vx>||uv(w) )|+

N+1

Pl | e ) <TTE ol

(1 RM JWN+1)!

elde edilir. Son esitsizlige (a+b)* <2a” +2b" esitsizligi uygulanirsa,

Hv(y/)—MN*”(V/)HZ < 2( ] Uf{r(a)ﬁ(p,a)\v(a)—v<N+”(a)\}2 dde'J+

1-RM
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ARM N+1
2{(mﬂr( )<w>H+A||r<w>||j[ NEEY

elde edilir. Elde edilen esitsizlige Gronwall esitsizligi uygulanirsa,

el

ol
IIH v N

O'—;§

) -V <24e
() ol

JIN+D)!
elde edilir. Sonug olarak, N —» oo iken, v"* () yaklasik ¢dziimii V(1) ’ye yaknsar.

r(e)(p.0)} dpdcr] 2
(1 vl (N*"(w)H+||r(w>||j

4.5.Coziimiin Tekligi

(4.1)—(4.4) probleminin (v,7) ve (W,]) olmak iizere iki farkli ¢dziimiiniin oldugu

varsayilsmn. Oncelikle, ters katsayilarm farki ele alinir;

k=1 k

r(y)—Ily)= -
j h(A,w,v)AdA

_nZ(Zk){SO“.smgok v —1)sin(2kp)h(p, o, v)r(a)dpda}

—ﬁi (2k) {lzTTsin 0, (v —o)sm(2kp)h(p,o, w)l(a)dpda}
k=1 lgo 7 00

k

j h(A,w, w)AdA
0

!

Son denklem i¢in 7', = h;{" oldugu dikkate alindiginda,

—ﬂz 12 T j sin @, (W —7)cos(2kp)h'(p,o,v)r(c)d pdo
=1 8 T 0%
r(y)—ly) = - -

[n(ap.v)ada
0
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o vz
—”ZL% [ [sin g, (w =) cos2kp)i'(p, 0, wl(0)d pd o
00

=1 8§

j WAy, w)Ad A
0

v
olur. Denkleme I Ir(a)h(p,a, w)d pdo ifadesi eklenip ¢ikarilir ve mutlak degeri
00

alinirsa,

()= 1(w)| <
2 0

2y L [r(o)—1(0)]7 (p,0,w)cos2kpsinp, (v —o)d pdo|+
M S\ @, 7

(4.24)

=]
00
1 2%%

M So_ﬂ””(o')[h(/?,o' v)—1'(p,o,w)|cos2kpsin g, (y —o)d pdo
k=1]8% ** 00

olur. Burada,

2

2
SH—M ve S”—M.
2 2

j WA, w,v)AdA
0

j (A, w)Ad A
0

Denklem (4.24) i¢in sirastyla Cauchy, Holder, Bessel esitsizlikleri ile Lipschitz kosulu

uygulanip elde edilen esitsizligin maksimumu alinirsa,

R R e e | S
4|¥
j|w| \gff L2 ) - 1)

elde edilir. Diizenlemelerden sonra,

) -16)] < [l -ww)] (4.25)

elde edilir. Burada,

R [ We oy 17 (A .
T

M \ 24
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v ve w ¢Ozlimlerinin farki alinirsa,

V) =) = [ [ 1oy - (@) pdo 2 [ [ 1p, 0w - (@)d pdo

V) -y ) =3 —

. sin g, (y —o)cos(2kp)h(p,o,v)r(c)d pdo —
k=1 k

3|

O ey

|

. v
> L2 [[sin o, (v - o) coshp)h(p. 0. Wio)d pdo,
T 00

v
olur. Denklemlere Ijr(a)h(p, o,w)d pdo ifadesi eklenip ¢ikarilirsa ve mutlak degeri
00

alinirsa,

|V0 ¥)-w, (V/)| <=

J [ =o)r©@)[n(p,0.,v)~h(p,0,w)]dpdo|+

2 [ -or@)-1@)ip.00mdpdo].

V(W) —w, (‘//)| <

sIL2 j j sin o, ( — 1) cos(2k p) [1(p.o.v) ~ h(p, o, w)] H(o)d pdo|+

k=1|8%

NgE

(@Lgﬁ.sin @, (y —o)cos(2kp)[r(c)—1(o) | (p,o, w)d pdo|,
£ 7T0%

B
o

[V ) = wy ()| <

i L—J‘J.sm(gok(t// o)sin2kp)[i(p,o,v) - h(p,o,w)|r(c)d pdo|+

k=1 k
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>

k=1

— = j j sin g, (y — o) sin(2kp)[r(o) ~ (o)) i p, &, w)d pd

elde edilir. Esitsizliklere sirasiyla Cauchy, Holder, Bessel esitsizlikleri ile Lipschitz

kosulu uygulanip maksimumu alinirsa,
, |7¥ 7’
IIV(W)W(V/)IIS[‘P S gy ﬂ‘l’(?+8}Jllr(l//)llllﬂ(&l//)llIIV(l//)W(w)||+

[‘Pz \/? +4|v| ﬂqf(%+gﬂ”r(w)—z(w)||||h(z,w,w)||

elde edilir. Denklem (4.25), Denklem (4.26)’de yerine yazildiginda,

(4.26)

](I [fropole)-welf dpd"J

2
bulunur. Burada, 4 =¥ \ /% +4|‘P| ﬂT[%+ g}.

Elde edilen esitsizligin karesi alinarak Gronwall esitsizligi uygulanirsa,

-l s e

4 2uym
(7) ”{r(o)c(p,a)}zdpda

1-RM
[y —wp) <0-e
elde edilir. Sonug ofarak, v(y) = w(y)ve r(y)=/(y) olur

4.6.Coziimiin Kararhhg:

Teorem 4.2. Teorem 4.1 kosullar1 saglanirsa, (4.1)~(4.4) probleminin (r,v) ¢ozimii

S, @ ve I' baslangig verilerine gore siirekli bagimlidir.
Ispat. Teorem 4.1°in kosullarini saglayan iki veri kiimesi

0={%a.I},6={3,5,T)
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olsun. Asagidaki sinirlamalarin saglandig1 varsayilsin:

[ 9o, <M

o]

C'10,7] 1> CI[OIT 2’ l—1”0 2[0,7] M3

ve benzer sekilde

9], <M
c'1o,z]

@| ., <M, |IT

X <
C'[0,7] C[0,7] 3

olmak lizere M,,M,,M, pozitif sabitlerin var oldugu kabul edilsin. Buna bagli olarak

normlar

[O1=18c0.01 + @ oy +IT

+ ”5||c‘[o,;z] +Hf

C'10,7] C'10,7] c*o,r1° c'0,7] c2[0,7]

seklinde tanimlanir. (v,r) ve (V,7), ® ve @ verilerine karsilik gelen (4.1)~(4.4)

problemine ait ¢dziimler olsun. Ilk olarak,
74

ry) = [ Yy, 0)r(c)do +O()
0

katsayis1 incelenecektir. Burada,

o) = F"(l//l)[+ em,(r)—¢m,(0) N

[An(A,y,v)d 2
0

= 1 .
”Z (2k)[(€(§02 _l)lgsk Cos @, ¥ +(550k _pjwsk Sin Sokl/l]
k=1 k

b

j Ah(A,w,v)d A
0

—ﬂZ m (o)sinp, (v —o)
Y(y,0)=—=
j Ah(A,y,v)d A
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r(p) =7 (W) = [r0)Y(y.0)do - [F(0)V(y.0)do + O(y) -Bw)

0

ters katsayilar farki i¢in 7(y)Y(y, o) ifadesi eklenip ¢ikarilirsa,

rp) -7 () = [ X(y,0)[r(0)-F(o)]do - [[ X(,0) - Y(w,0) [F(o)do +O(y) - B(y)
elde edilir. Maksimumu alinirsa,
) =F || < Pl —F | Y]+ ¥y = Y]] +|o -8

elde edilir. |‘P|||Y|| <1 olmak iizere,

)7l = i~ el g

(4.27)
elde edilir.

') +em, (7)—ew, (0)+ 7Y (2k) (a3, cos o,y +ba,, sin o,y )
0-0= . -

[n(A.p.v)Ada
0

C'(y)+em, (7) -, (0)+ Y (2k) (akgc’k cos o,y +b,@, sin gokt//)

k=1

[y 7w dy
0

1 . ! !
Burada, a, = &p; —1, b, =&, —— . Son denklem i¢in 3, = S ve @, = D oldugu
k

dikkate alindiginda,

') +em, (1)@, (0)+ 7 (a9, cos oy + b, sinp,y)
0-0= kel —~

j Ah(A,p,v)dA
0
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"(y)+ em,(r)—¢m,(0)+ ﬂZ(ak.gc'k cos o,y +b,@!, sin gokl//)

k=1

Jﬂh(/”t,z//i)di
0
elde edilir.

") [ A0y 7)dA=T" @) [ A0y v)d A
©-0= 0 0

+
j Ah(A,p,v)dA j AR(Aw,7)dA
0 0

£w, ()| A2y, V)d A~ &6, ()] Ah(A,y,v)dA
0 0

+
| Zh(/l,y/,v)dlj AR(A,p,7)dA
0 0

£,(0)[ Ah(A,y,v)dA—em, ()] Ah(A,y,7)d A+
0 0
+

[ ARy v)dA[ Ah(2p,7)d A
0 0

722 a9, cos gokl//j Ah(A,y,v)dA— ﬁz a, 9., cos gokl//_[ih(/i, w,v)dA
k=1 0 k=1 0

+
[ A2,y v)dA[ AR, 7)d A
0 0

zY b, sinpy j Ay, vYdA—-7Y b, sin oy j AR(A,p,7)dA
k=1 0 k=1 0

j Ah(A,p,v)d A j Ah(A,yp,7)dA
0 0

Son  denkleme r"(y/)j h(A,w,v)AdA, g, coszky/j Ah(A,w,v)dA  ve
0 0

@, sin2ky | (A, w ,v)AdA, @, (0)| (A, w,v)AdA ve cm, (7)| i(A,w,v)Ad A ifadeleri
sk v 74
0 0 0

eklenip ¢ikarilirsa,
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B ") [ A[(Ap,v) = WAy, D] d A+ [T () =T (p) | [ ARy, v)d A
0-60= 0 0

+
[ An(A,y v)dA[ An(Ap,7)d 2
0 0

—¢w, (;z)jﬁ[h(z,y/,v) ~W(Ay.V)|dA-¢| B, (7)-a, (z)]jzhu,yx,v)m

+
j Ah(i,w,v)dijﬁh(ﬂ,w,f)dl
0 0

—¢w, (O)]Eﬂ,[h(}t,z//,v)—h(ﬂ,w,?)]dl +e|@,(0)-a, (O)ﬁmu,w,v)dﬂt +

+
j Ah(A,p,v)dA j AR(A,p,7)dA
0 0

7Y 0,8, cospy | AR ) ~h(Ay,7)|dA
k=1 0

+
j ih(/l,t//,v)d/ij Ah(A,p,7)dA
0 0

ﬂi a, [Sc’k -, ] cos @kl//jfﬂh(ﬂ, w,v)dA
k=1 0

+
[Any v)dA[ An(Ap,7)d A
0 0

Y bl sin o, [ A[RAL W) (A7) dA
k=1 0

+
[ A2,y v)dA[ A2, 7)d A
0 0

7Y b, (@, -, Jsin o [ ARy, v)dA
0

k=1

j Ah(A,y,v)d A j AR(A,p,7)dA
0 0

elde edilir. Mutlak degeri alinir ve Cauchy esitsizligi uygulanirsa,

2

4 r"aﬂﬁ%m}z (T{h(ﬂ,w,v)—h(z,z//,m}zdﬂj +

M2

©-6|<

4
T
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() —f"(y/)\[ j /ﬁmj [ j hz(/l,l//,v)d/’tj +

elm, (n)\ﬁzzdzJZ ﬁ{h(i,w,v) — (A, 7))’ dl]z +

0

tlw, ()-a, (n)\Usz ﬁhz(ﬂ,w,v)dﬂ]z +

2

¢lm, (0)\[?1%11}2 ﬁ{h(i,l//,v) N CRAD) dﬂ} +

elm, (0)-a, (0)\(?1%11}2 th(;t,y/,v)dzjz +

ﬂi(ak |9, |+ b, |, )Uﬁdﬂ}z (T{h(l,w,v)—h(l,w,V)}z dljz +

k=1 0

o )U}de}th ﬁhz(l,l//,v)le]

' Q'
l9c’k - l9ck

Wk

3 (a,
k=1

elde edilir. Burada,

Mr?
Ve .

J.h(/l,t,//,v);tdl <
0

jhu,w,mm <
0

Elde edilen esitsizlige Holder esitsizligiyle ile Lipschitz kosulu uygulanirsa,

©-06|<
Lf
7t M?

I"(y) —f"(w\[ | hz(z,w,v)dzjz +élm, (n)\[ [{eapm -7l dlj +

r"(r)|[ [{eambw) -7} dﬂj +

elm, (r)-a, (ﬂ)‘(]ihz(ﬂ,y/,v)d/llz +&lm, (0)‘[].{19(1,1//)|v(y/)—17(1//)|}2 d/lJz +

&3



( [{tawm e -volf dz] +

md |, [ [{campwr-volf dﬂ} T

1
Vd 2 0
£lw, (0)-a, (0)\[ j hz(ﬁ,w,v)dl] |9,
0 =1

U hz(ﬂu,t//,v)d/%J2 +

o0

1
z 2
7[772 wc"k _5£k (J.hz (ﬂ’aWav)le ]
k=1 0

elde edilir. Maksimumu alinirsa,

o8]
L ( (MHF”((//) r'w|+é|e, () -@,(7)|+£|@, (0) -5 (O)H)
4n \/ZZ e

ck _5—c’k +
WJ: (2eM, + M+ (uM, +nM,))[|CQA)|||[vr) -7 ()|

_!
ck ck

(4.28)

elde edilir.
—ﬁz (v —O')J.h'(i,z//,v) cos2kAd A
Y_T=— % ! _
[n(A.p.v)AdA
0
-7y 2 (v -0) j B'(A,w,7)cos 2kAd A
k=1 742y 0

3

j h(A,w,7)AdA
0

ﬁZ—Slnpk(l// o)— Ih (4, y/,v)cos2kldﬂ..[lh(ﬂ. w,v)dA
Y_Y=_& 5

j WA, v)AdA j WA, 7)AdA
0 0
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ﬁZ—Slngok(V/ o)— J.h(i,l//,v)cos2k/1dxljih(l w,v)dA

k=1 8k

j h(A,w,v)AdA j h(A,w,7)AdA
0 0
Denkleme Ih'(ﬂ, w,v)cos2kAd A J. h(A,y,v)Ad A ifadesi eklenip ¢ikarilirsa,
0 0

ZZ—sm o,y —0) j 7 (A, w,v)cos 2Joxdx j [7(A,p,v) =B Ay, 7)]d A
Y_To i [

j h(A,w,v)AdA j h(A,p,V)AdA
0 0

2Zi sin g, (y — o) j [7(2,p,v) = 1Ay, 7)] cos 2k Ad A j Ah(A,w,v)dA
k=1 SO 0 0

k

[n(Ay . )AdA| WAy, 7)Ad A
0 0

elde edilir. Mutlak degeri alinir ve Cauchy esitsizligi uygulanirsa,

1 1
r-Y|< ﬂ%z ié[ﬁm}z [ j (WA, p,v)cos2kA)’ d}th x
k \ 0

k=1 0

Uﬂdﬁ)z U{h’(ﬂ,z//,v) — (A, 7)) d/ijz +

8 &1 (%, V(% :
W;p—k[jz dxl] U HAy,v)) J x

ﬁdl]z []T-{[h’(/l,y/,v) ~ 1Ay, 7)]cos 2k} dxl]z

(=]

elde edilir. Ardindan, Holder, Bessel esitsizligi ile Lipschitz kosulu uygulanirsa,

H—ﬂs

1 1

| e

0 0
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—”4;[2\/%+g %x/;gu ﬁ(/l,w)lv(w) V(l//)| d/iJ u (nQ, ,/,,V) j

elde edilir. Maksimumu alinirsa,

L B e LN [N

elde edilir.
Denklem (4.28) ve (4.29), Denklem (4.27)’de yerine yazildiginda,

_ 1 4
Ir(w) -7 ()| < T[] 2 (\E (2eM,+ M+ (uM, +AM,))+

4z %+ eM |\P|||’7(‘//)||J||5(/1,l//)||||V(t//)—17(;//)||+

1 4 " " , =
=[] A Iro-Fol il -8 3o -7l )+
1 4eln 4 ~
TR B e =7 @], 0)-3,0))
elde edilir.
v(w)—V(w)=(8°_ °)+£w°_5°)y/+
> =9, Jeos o '//+(w0k_5d‘)singol// cos 2k A +
Z ( ¢l ck) k k
k=1 (@k
> 9, =9, )cos o W+Msingo W [sin2kA+
z ( sk sk) k (@ k
k=1 ©

N |

]/‘]{h(p, o,V —o)r(o)dpdo - %](]Eh(p, o,V)(w—o)r(o)dpdo +

o0 v
z[iz [ sin @, (v - o) coskp)(p, a,v)r(a)dpda}os 20k~
=\ 8% T 50
(1 2%%
ZL——IIsin 0, (v —o)cosLkp)h(p,o,v)r(oc)dpdo |cos2kAd+
=\ 8% 50

86

1
2

(4.29)

(4.30)



o

sing, (v —o)sin2kp)h(p,o v)r(a)dpdc] sin2kA —

k

i( TTSln 9, (v —o)sinLkp)h(p,o, v)r(a)dpdg}m 2.

Son denkleme r(o)h(p,o,v) ifadesi eklenip ¢ikarilarak mutlak degeri alinirsa,

(0 0) = n
v(w) -7 ()| < - . 8, @ 2“ W|+Zl( Tl +[8s = Bul)+
(

)+

[7(p,0,v)—1(p,o,V)|(y —o)r(0)d pdo|+

_l_

Ty —0y

Ci Ci

Ty~

N N

5|~

ST= 1M

O ) O S
Oty Oy

[r(o)—TF(0)|(w —o)i(p,o,V)d pdo|+

MS é]l»—i

M
S 3

sin ©,(y —0o)cos2kp)[n(p,o,v)—(p,o,V)]|r(c)d pdo|+

=~
Il
—_

sin g, (y — o) cos(2kp)[r(c)—F (o) | i(p,0,V)d pdo|+

-
n

NgE
|

b

o
D=
=

sin g, (v —o)sink p)r(o)[a(p,o,u)—h(p,o,V)|d pdo|+

sin g, (v —o)sin(2kp)[r(0) -7 (0)|n(p,0,V)d pdo

NgE
%|._;

=~
Il
—_

=

elde edilir. Elde edilen esitsizlige sirasiyla Cauchy, Holder ve Bessel esitsizlikleri ile

Lipschitz kosulu uygulanirsa ve maksimumu alinirsa,

lvw) -7 )| < I ;‘9°H N _f i #(9 ~  +9 - 8] +
k=1

V;Z_QHZ( By — Ty ||[F||@y — Ty )+ “31)
» |7Y 7’ vV
[\P JE m]nm,w>||||r<w>||||v<w>—v<w>||+
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[‘Pz \/g +4Y fﬂ(%+gn||h(/1,y/,9)||||r(y/)—F(a,y)||

elde edilir. Denklem (4.30), Denklem (4.31)’de yerine yazildiginda,

H S, leo - Z%III‘I’I

) -7 <= +Z(H9 =Gl 9~ )+
ﬂ—2+g 3 w,—a,|t|o, —T, A () -T"(y)
4 ;(II |+, II) G (1 [¥]J]) H
4z [ ' 5 j
M |G =S|+ 2 @ — @ |+
F !

PN
3z M (1-][Y])

AT A(26M, + M M, +nM ’ r
LJ; (26M, + M, + (M, +7 2))+\/;M+A”r(w)”}

M (1= |¥|[Y]) 7 (1=[ ][ ])

(va, (r)-a, (72')” + wa 0)-a, (O)H) +

x( j j {t(p.o)|v(o) —17(r)|}2 dpdaj

elde edilir. Burada,

2
IR L e |
\ 3 24

Eger

\\9 -9l

= - - 4AuN T
4, -8 4, -84
;(H ck ckHJFH sk SkH) \/’” (1 |‘I’|||Y|| ZH H

|9-9]=

# 24+SZ(|‘U ~@ ||+ |@y - ZUk”)

| ol )3, o, ©-3,0)
M (1] ¥])
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olarak alinirsa, burada

1 4AuNT
M, =max<—,1, )
' {2 ﬁﬂz(ll‘PlllYll)}

M. =max m 7[—2+5 4A/1\/;
5 2724 (1Y) |
YNEY

M =
e (1Y

AmA(2eM, + Mo+ x(uM +AM,)) [ 164)Y|Fw))

T
M TN LT Sl | 4 ] POV
7 B (1 v Vaz "2y )

belirlenir ve Denklem (4.32),

lvw) v )| < M, ||9- 3|+ M, |& - @]+ M,

I'(y)-T"@)+

1

M, ( [[{«tp.0)v(o) —v (o)}’ dpdaJ

seklinde yazilir. Buradan M = max {M M, M 6} kabul edildiginde, son esitsizlik

— vz
lvw) -7 ()| < M| -6+ M, ( [[{to.0)v(o) —7(o)|}’ dpda]
00
olur. (a+b)* <2a”>+2b" esitsizligi uygulanirsa,
&4
v -7 <2mi|e-8| +20; [ [{t(p.0)v(e) -7 (o)} dpdo
00

elde edilir. Son esitsizlige Gronwall esitsizligi uygulanirsa,

yr
2M2 ”[Z(p,a)dpda

M) -vof <2mzfo-@f e

elde edilir. Sonuc olarak, ® — @ iken, v >V ve r —7 olur.
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4.7.Dogrusal Olmayan Problem icin Sayisal Co6ziim

Dogrusal olmayan problemlerin dogrudan c¢oziimiiniin gli¢ olmasi nedeniyle, bu

calismada ¢Oziim siirecinden once problem dogrusal bir forma indirgenir. Bu amagla

o gt a3

=& +
ot’ ox*or? ox?

+r(t)h(x,t,v(”“)),

) (x,O) = 19()6), xe [O, 72']
Gtv(”) (x, 0) = w(x), xe [O, 7[]

v (0,)=v" (7,1), te[0,¥]
8™ (0,0)=0/" (7,0)=0, te[0,¥]

problemi igin iteratif bir algoritma olusturulur. V(")(x,t):w(x,t)

h (x, t,v<"*‘)) = 71(x,t) belirleyerek (4.33)-(4.35) problemi

o*w otw  O*w

=¢ +
ot ox*ott  ox?

+r(t)7~5z(x,t),
w(x,0)=9(x),0,w(1,0) =@ (x), x€[0,7]

w(0,¢)=w(x,t), 0.w(0,t)=0,w(x,t)=0, t[0,¥]

(4.33)

(4.34)

(4.35)

Ve

(4.36)

(4.37)

(4.38)

dogrusal bir problem olarak ifade edilebilir. Elde edilen (4.36)—(4.38) problemi sayisal

olarak ¢6zmek amaciyla iki farkli kapali sonlu fark semas1 uygulanmistir:

i+3 j+2 j+1

W/ =2w T
AP
J+3 _ Jj+3 J+3) _ J+2 J+2 J+2 J+l J+1 J+l
e[ ()~ oy )= (2l = 27+ (ol =2 )]
2 A 42 +
Ax~At

J+3 Jj+3 J+3

Wi 2Wi +Wi—1

+rj+2;lj+2

AX'Z

Denklem (4.36) nin ¢oziimiinde daha yiiksek dogruluk elde edebilmek i¢in,

90

(4.39)



J+3 j+2 J+l
2w Sw/Tt + 4w w,

1 1 1 —
At
J+3 2 j+3+ J+3 2 J+1L 4 j+1+2 J+1 + Jj-1 2 j—1+ J-1
E[\ Wy —4W, Wiy )=\ eWin — W, Wi, Wi —4W, Wi
16AX°AL?

43 Jt3 Jj+3 J+3 3 -
wls +16w/ " =30w/ " +16w/ ) —w/ 4R
5 r
12Ax

+ (4.40)

semasi1 kullanilmistir. Baslangic ve smir kosullar [O,n]x[O,‘P] bolgesi i¢in asagidaki

sekle doniistir:

h ¥
. . 5 Wy +Ww

J — _ M T W
w o =wl, wi = 5 )

[O,ﬂ]X[O,‘P] aralig1 ayriklagtirilarak x, = Ax(i—l), i=12,..,Nx ve i, =jAt,
j=L12,...., Nt seklinde tanimlansin. Burada Ax = e ve At = b sirastyla x yoniindeki
X

uzay adimin1 ve zaman adimini gostermektedir. Nx ve Nt pozitif tam sayilardir. Ayrik

¢oziim v/ =v(x. t,) ile, baslangi¢ fonksiyonu $ =19(xi) ve kaynak terimi

i27)

it = h( X, tj+2) bi¢iminde tanimlanmuistur.

Hesaplamalarda j+3 indeksi mevcut zamani, j+2 bir 6nceki zamani, j+1 adim

onceki zamani ve j ise li¢ adim 6nceki zamani ifade etmektedir.

Ters katsay1,

E"(t)—¢e[nw
r=

xtt

(72',1‘)—Wlt(ﬂ')-i-Wﬂ(O)]—ﬂ'Wx(ﬂ',f)
][.x;l(x,t)dx

0

(4.41)

olusturan elemanlarin sonlu fark semasi,
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, /217 + 777
M(y) = > ;
v

th (ﬂ-) = Atz >
(wl’+2 2w/ + wl’)
th (O) = A[2 s
(Wi =wi2,)
mw (m,t)= A >
7 (Wi 2wl + wly ) = (Wi = 2wty + wii )
zw,, (7, t) =

AxAt?

Aymi sekilde, Denklem (4.40) i¢in de Denklem (4.41)’yi olusturan terimlerin her biri

sonlu farklar yontemiyle ayr1 ayr1 ayriklastiriimistir.

I R R

r(¢)

A#? ’
J+2 j+1 J J
C 2w = Swy, HAwy —wy,
Wa (7[) - 2 >
At
ZW{‘Jr2 —SW{‘Jrl + 4W1j — Wij
w, (O) = ,

At?

J+2 _ J+2 Jj+2
3va 4va71 + 4va72

2Ax

mv (mt)=n

3

J+2 J+1 J o\ _ J+¥2 j+l J
ﬂ-((WNx 2wy, + WNx) (WNx—l 2wy, + WNx—l))

At*Ax

ﬂtht (72-9 t) =

(%my+2 :I%(x, t)xdx hesaplamak i¢in trapezoidal integrasyon kurali kullanilir.
0

Denklem (4.39) ve (4.40)’1n sayisal ¢oziimiinde, elde edilen lineer denklem sistemi
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dogrudan ¢oziim yontemi kullanilarak ¢oziilmiistiir. Onceki zaman adimlarindan bilinen
terimleri iceren sag taraf vektorii, Denklem (4.39) ve (4.40) icin farkli bi¢imde elde
edilmektedir. Denklem (4.39)’a karsilik gelen sag taraf vektorti,

i+l

i+2 i+1 i+l i i3 i
V; — _2"Vlj+ +M}lj+ sz _ sz _rj+2hj+2At2

2g(wj+2_2wj+2+m/:2) g(wj+1_2mj+l+wijjl)

ve Denklem (4.40)’a karsilik gelen sag taraf vektorii,

52 A ) 4 g(wzj:zl _2Wij+l + lejzl) 3 g(W/Jr_zl _2Wij_l - le:zl) _rj+2hj+2At2
- - 8AY? 16AY°

seklindedir.

Ornek 4.1.

v,—ev_, —v, =r(t)e sin2x,

v(x,0) =sin2x,0,v(x,0)=0,x €[0, 7]

V(O7 t) = V(7Z-5 t)’ axv(o’ t) = 8)(‘/(72-5 t)’ t € [0’ lI]]
[()=- % e

Ters probleminin analitik ¢6zlimii, {r(t), v(x, t)} = {(6 +8&+4t” +16st’ ), t*sin 2x}.

Sayisal ¢oziimde x yonii boyunca 640 adet kafes ve zaman adimi i¢cin 0,0025 s

kullanilmastir.

Sekil 4.1°de (a) ters katsaymin zamana bagli degisimi, (b) ters katsayiya ait mutlak
hatanin ve (c) bagil hatanin zamana bagli degisimi gosterilmektedir. Sekil 4.1(a)’dan
goriildiigii lizere, ters katsay1 zamanla artig gostermektedir. Bu sekilden, kesin ¢6ziim ile
sayisal ¢Oziimiin birbirine olduk¢a yakin oldugu anlasilmaktadir. Sayisal ¢6ziime ait
mutlak hata degerleri Sekil 4.1(b)’de sunulmus olup, bu hatalarin zamanla arttig1

goriilmektedir. Sekil 4.1(c)’den, sayisal ¢oziim i¢in bagil hatanin baslangicta zamanla
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azalarak sifira yaklastigi, ancak bu noktadan sonra zamanla artis gosterdigi
anlasilmaktadir. Bununla birlikte, sayisal ¢dziim icin elde edilen bagil hata degerleri tiim

zaman araliginda %1 in altinda kalmaktadir.

0.6 1
i /30 -==D39
-»- D.40
0.5 7 --= D40 L7
K 0.75 -
0.4 ’ L’
’ ’t
’ P
’ ’ . o
= 0.3 S 0.5 ”
f) ’ ’ = P -
- . ’ 2 , -
o fal 4 -
0.2 el = ," e
Ry i 0.25 i
0.1 sol et N o L
54" 5T N B
g Lo N ‘e
0 grzims b LTt
0 03 1 15 0 05 1 15
. 0.1
t t
(a) (b) (c)

Sekil 4.1. (a) Ters katsayinin, (b) mutlak hatanin ve (c) bagil hatanin zamana bagl
degisimi

Sekil 4.2°de, (a) kesin ¢dziim, (b) Denklem (4.39)’a gore elde edilen sayisal ¢oziim ve (c)
Denklem (4.40)’a gore elde edilen sayisal ¢6ziim i¢in v degerinin zamana bagli degisimi
sunulmaktadir. Belirli bir zamanda, dalga denkleminin ¢dziimiiniin biri pozitif digeri
negatif olmak iizere iki tepe noktasina sahip hiperbolik bir egri bi¢iminde oldugu
goriilmektedir. Zaman ilerledikge, bu 1iki tepe noktasinin genliginin arttif
gozlemlenmektedir. Ayrica, elde edilen {i¢ sonuca ait egrilerin birbiriyle yiiksek derecede

uyumlu oldugu anlagilmaktadir.

TN

(b)

Sekil 4.2. (a) Kesin ¢oziim, (b) Denklem (4.39) ve (c) Denklem (4.40) i¢in v degerinin
zamana bagl degisimi
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(a) (b)
Sekil 4.3. (a) Denklem (4.39) ve (b) Denklem (4.40) i¢in mutlak hata

Sekil 4.3’te, kesin ¢oziim ile sayisal ¢oziimler arasindaki zamana bagli mutlak hata; (a)
Denklem (4.39) ve (b) Denklem (4.40)’a goére elde edilen sayisal ¢oziim igin
gosterilmektedir. Genel olarak, her iki sayisal ¢oziimde de en biiyiik gergek hatalarin,
hiperbolik egrinin u¢ noktalarinda ve tepe noktalari arasindaki bolgede olustugu

goriilmektedir.

(b)
Sekil 4.4. (a) Denklem (4.39) ve (b) Denklem (4.40) i¢in bagil hata

Sekil 4.4, kesin ¢6ziim ile sayisal ¢oziimler arasindaki zamana bagl bagil hatayi; (a)
Denklem (4.39) ve (b) Denklem (4.40)’a gore elde edilen sayisal ¢6ziim ig¢in
gostermektedir. Her iki sayisal ¢6ziim icin de bagil hata degerleri sinir noktalarina yakin
bolgelerde daha yiiksek olup, bu degerler %1 in altindadir. Mutlak hatada (Sekil 4.3) veya
ters katsayida (Sekil 4.1(c)) gézlenen durumun aksine, daha yiiksek dogrulukta sonlu
farklar iceren Denklem (4.40), daha yliksek bagil hata degerleri iiretmistir. Ancak iki

sayisal ¢6ziim arasindaki mutlak bagil hata farki oldukea kiigiiktir.
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5.HIPERBOLIK VE PSEUDO-HIPERBOLIK PROBLEMLERIN COZUMLERI
ARASINDAKI ILISKI

5.1.Analitik Coziimiin Incelenmesi

Bu boliimde, Q := {0 <A<m0<y< ‘P} bolgesinde,

COW/ —Wy, = Q(V/)h(ﬂ’a v, a)), (51)

@(1,0)=3(A),

8,a(2,0)=a(2), (5-2)

o(0,y) = o(7,y),

(5.3)
0,0(0.p) = 0,0(m,y),

T(y) = [(4,p)AdA (5.4)
ve

@y, = 80,3, ~ 0, = OWIN( Ay, D), (5.5)
@(2,0) = 9(A),

8,(A,0) =@ (A), (5-6)
67)((}!//) Z@(ﬂ,!{/), 5.7)
0,0(0.p) = 0,&(m,y),

T(y) = [@&(A,p)AdA (5.8)

hiperbolik ve pseudo-hiperbolik problemlerin ¢oziimleri arasindaki baglanti

incelenecektir. Burada, £>0 parametre olmak iizere 4, @ ve I' fonksiyonlari [0,72']

araliginda, A(A,y,®) fonksiyonu Qx {—O0,00} tizerinde taniml1 verilen fonksiyonlardir.
Problem (5.1)—(5.4)’in ¢oziimii,
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oA,y = %[90 @+ % j j h(p, o, o)y —a)@(a)dpdaj+

Dk gin gokl//J cos2kA+
2

NgE

‘901( Cos Sokl// +

>~
Il
—_

k

L

NgE

v
%Ij&(o)h(p, o,w)cos2kpsin p, (¥ — J)dde'Jcos 2kA+
00

=~
Il
—_

k

ZD-sk

s

4, cos o, +—=sin gokl//jsin 2kA+

b
Il
—_

k

1

s

b
L

v
%j [0()n(p, 0, @)sin 2k psin o, ( —O')dde'Jsin 2kA,
00

k

wsk

F"(t//)—ﬂZ(2k)(t9sk COS Y+
Ow) = =

[n(A.y,0)Ad2
0

ﬂi (2k)[801 2 T ]{ O(o)h(p,o,w)sin 2k psin o, (y — O')dde']

k=1 k7%

9

[n(A.p,@)Ad2
0

9, =2k, k=1,00.

Problem (5.5)—(5.8)’in ¢Oziimi,

A,y = %[90 @+ % j j h(p, o, o)y —a)é(a)dpda]Jr

NgE

-~
i

9, cosp .y + % sin g%kl//J cos2kA +
k
v
;zjjé’(o)h(p, o, ®)cos 2k psin @, (v - G)dpda] cos 2k A +
4 00

k

NgE

>~
Il
—_

wsk

[M]s

3, cos o, +—%sin @kl//Jsin 2kA+

=~
1l
_

k

1 2%% N - .

——j [0(o)n(p, 0, @)sin 2kcpsin o, (y —O')a’pda]sm 2kA,
£ T390

s

>~
LR
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(5.9)

(5.10)

(5.11)



= ~ - 1 - .~
7y (2k) {(1 —£(}) 9, cos Py + (55 - epk]wsk sin sokw}
k=1 k

O(y)= - -
[ A2y, @)d 2

ﬂi (2k) {~2T]£6’~(0)h(p, o,®)sin 2k psin @, (v —a)dpda}
so 4 00

k=1 k

_ + (5.12)
j Ah(A,y,@)dA
0

") +em, (r)-e@,(0)
Tﬂh(ﬂ,,w, @)dA

= k=T

C taek’

Teorem 5.1.
K1. T(y) € C*[0,¥], O(y)  C[O, V.
K2. (1) e C'[0, 7], @(A) e C'[0, x].

K3.1 7(A,y,w) fonksiyonu Qx(—ow0,0) bdlgesinde siirekli ve asagidaki kosullar

saglansin:

0n(Ay, o) 0Ny, )
o™ "

k=02, ((Ay)eL,(Q), (A,y)=0.

Isf(ﬂ,l//)|a)—a~)

K3.2 h(A,w,w) e C'[0, 7],

Ay, 0)| <M,y e[0,¥].
K3.3 Jh(i,l//,a))dl £0,Yy [0, ¥]
0

kosullar1 saglanirsa lirr(} oA,y &) =w(A,y) dir.
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!

Ispat. Ters katsayr (5.10) ve (5.12) farki alinir ve 7, :h—}i oldugunu go6z oniinde

bulundurulsa,
~ I"(y)+¢ewm, (1) -cm, (0) r
G -0y =— T LW
j A, &)d A _[;th(ﬂ,t//,a))dﬂ
0 0
_EZ{aklgcfk cos P,y +ba@, sinpy | _7[2('9;/: cospy + @, sino,y)
k=1 _ k=1 +
j Ah(Aw,@)d A j A, @)d A
0 0
0 v r -
—wy.——[[6(c)(p,o,@)cos 2k psin §, (v —0)d pdo
k=1 7782 3% _
j Ah(A,w,@)d A
0
) v
ﬂz ”6? o' (p,o,m)cos2kpsingp, (v —o)dpdo
=1 T84 00

[ A2y, 0)d 2
0

olur. Burada,

1 1

a, = ,b, = .
COl+4ek T iy aek?

j A(A,y, w)d | <

oldugunu kabul edersek,

T [An(A,y,)dA| <
00

O(w)-0(y) =

()T @)+ (e, () - e, 0)) +

ﬂ_legc’k COS 2,1/ — @, COS P,/ +W;wsk sin o,y —b, Slnt@kl//)

2
O(o)h' (p,o,w)cos2kpsinp (v —o)d pdo
”M k= 1(801( '[J. ' j

Lz 127 [[0() (p,0.@)cos 2kpsin o, (y —0)d pdo
M T\ o, o5
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elde edilir. Ekleme ve ¢ikarma islemlerini yaptiktan ve gerekli diizenlemelerden sonra

esitligin mutlak degeri alinirsa,

6= 0] £ [F @) - T @)+ = few, () - o, O+
2 F|lcos o,y —a, COSSOk‘//|+_Z @, |[sinoy —b, Sln(@kv/|+
M 3
iiiz ]{]{[9(6)—9(6)]?1'(,0 o,w)cos2kpsinp, (v —7)d pdo|+
M < 801( T )J s U k
2 |1 v (5.13)
) (o)’ (p,o,@)cos2kpsinp (v —o)dépdo|+
M S\ o, 9|7 !'([ ’
2 &1 20¢F 4
—>> —=|||8(o)| W (p,0,0)-H(p,0,w)|cos2kpsinp, (v —o)dpdo|+
M ;gok T ;[;[ [ ] d
iiLT zjf O(o)h'(p,o,)cos2kpd p |sing0 (y —o)—sinp (1//—0')|a’0'
M S oo\ Ty g ’ ' .

o "

elde edilir. Denklem (5.13)’teki

k

ifadeleri

|cos o, v —a, cos @,p| ve |singp, (v —o)—singp,

k,o ve v (O <osy< ‘P) icin &£ >0 iken sinirhdir (Halilov ve dig., 2015). Ayrica,

a, ve b,, smirhdir. Tim bu sinirh ifadeler f(g) ile gosterilsin ve Denklem (5.13)

yeniden yazilirsa,

0w) -0 <

2 1 2
ﬁ(8)+7r_Mkz_;ga_k_
2 &1 i
o Ly

TM T 0,

Tj[é(‘?’) - 9(0)] h'(p,o,m)cos82kpsin @, (y —7)dpdo

0') h (p,o,0)-h(p,0, w)]coskasmgok(t// o)dpdo

|

O'—;N

olur. Esitsizlige sarasiyla Cauchy, Bessel, Holder ve Lipschitz esitsizliklerini uygulanirsa,

£ 2 % (Iz{é(a)g(p, o)|ae) ~w(o)]) dpdajz . (514

o) -ow)| <=2+ —
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elde edilir. Burada

(5.9) ve (5.11) ¢bziimleri icin,

8.0 -0 ) == [ [ 8oy -o(p, 0.0 pdo -

N

%ﬁe(a)(w —o)h(p,o,w)dpdo,

0, (W, &) -0, ()=

NgE

b
Il

1 k=1

(‘9¢k cos @, — 9, cos Sokl/l Z(_ @, sin o, N j"’
k
1

i[% T 0(c)h(p, o, @) cos 2k psin {, (l//—O')dpdo-]—

T
0
0 V/ 4
[ j-_[ O(o)h(p,o,m)cos2kpsinp, (y —a)a’pda),
k=1 2%

0, (W,6)—w, ()=

(stcosgbkl//—stcosgokl//)+z(~LwSk o~ Dy JJF
=1\ §% (o

NgE

=~
Il

1

NgE

v
[—LEJ I 6(0)h(p,0,@)sin 2k psin &, (y —U)dpdﬁ]—
Sgk T 00

>~
Il

1

®© v
Z[ L 2“‘ O(o)h(p,o,w)sin 2k psin g, (v — O')dde']
=\ 8% 790

katsayilarin farki incelensin. Yukaridaki farka ekleme ve ¢ikarma islemlerini yaptiktan

sonra mutlak degeri alinirsa,

@ (v, &)~ o, ()| <

% [[16(0)-0(0)w —0)(p,0. 0)d pdo| +

%” (@) —)[h(p,c.&) - h(p,o,0)|d pdo],
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singa _sinpu|,

o, (y,e)— a)ck('//)| z

COS (2,1 —c0s @, v/ + Z

ck ck

k=1 (o 4

Z 112 o,@)cos2kpsin p, (v —o)d pdo|+

| Pr o7

0 L

SL2] [e<a> 0(0) | h(p.5, @) cos 2k psin o, (v ~ 0)d pdo]| +

k=1 8 0%

o0 v

ZLE II )[A(p,0,&)—h(p,7,w)]cos 2k psin p, (v —o)d pdo|+

k=1 8% 0%

0 1 4 2 T . » Lo~ .

Z—j —j@(a)h(p,a,w)coskadp lsin @, (v — o) —sin @, (v —o)|do,
k=1 (@k 0 T 0

y sin ¢ sin
a)sk(l//,&') a)k(l//)| Z sk COSSOkW COS@kl/l| Z D g gkw iy ;k!//|+

k=1 k k

a1 12 -

z — = IH(O')h(p,O', @)sin2kpsinp, (y —o)d pdo|+

1|8 7|00

o0 v

S L 2[[[8(0)-0(0) |(p, 0. ) sin 2k psin o, (w — o) pd | +

=1 8% 0%

0 v =
> 2| [é@)[(p.0.@)~(p.7.0)]sin 2k psin o, (v ~ o) pdo| +

k=1 8% 0%

2 1% 2]7
Z—J. —J.H(a)h(p,a,a?)sin2kpdp |sin @, (y —o)—sing, (y —o)|do
k=1 8% o\ 7 [0

olur. Elde edilen esitsizlikler

|c7)(1//,5)—w(l//)| |0)0(1//,g) a’o(l//)|+z|:

B, (&) =0, W)|+|0, (. 8)— 0, (v)|]

esitsizligindeki yerine yazilirsa,
i
0

j j 6(o)y —0)[h(p,o,d)~h(p,c,0)|dpdo|+

|y, &) - a(y)|< [6(0)~0(0))(w ~0)(p,0, @) pdo|+

o'—,h\

1
T

1
T
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9, ||cos g, —cos ggkw| n Z @, Slnéokl// _sin Sgkw| N

k=1 k=1 (@k pk

vz
= I@(G)h(p, o,®)cos2kpsinp, (v —o)d pdo|+

[ 0(0)~6(0) |i(p, 0, @) cos 2k psin o, (y — o)d pdo| +

SRS
S C—y

(0)[1(p,0,0)—h(p,0,w)|cos2kpsinp, (v —o)d pdo|+

|
I

E

o0 0
l9sk COSSOkV/_COS((Okl//|+ ka
k=1 k=1

1

3o
O e ]

J.é(O')h(,O, o,®)cos2kpdp

0

]|sin ©,(y —o)—sing,(y —o)|do +

sinpy _sinpy|
(o 2

v
j [0(o)n(p, 0, @)sin 2k psin &, (y —o)d pdo| +
00

0 v
ZLEJ.I[@(U) 6’(0‘)]h(p,0' @)sin2kpsin @, (v —o)d pdo|+
=1 8% T |o%
o0 1 2 v (515)
> —= U (@) [(p,0, @)~ h(p,c,w)|sin 2k psin p, (y —o)d pda|+
=1 8% (0%
=1 % 2107 & ~
z—j —je(a)h(p,a,cb)sinz;cpdp [sin {, (y — o) —sin g, (y —o)|do
k=1 82 5\ 7 o
olur. Denklem (5.15)’teki ‘cos/ikl//—cos/l s1n/{)tkw —Smj"l/jt %—; ve
k k

‘sin /”Ik (w—o)—sin4, (v - a)‘ ifadeleri k,o0 ve w (O <o<y< ‘P) icin &€ >0 1iken
sinirhidir (Halilov ve dig., 2015). Ayrica, a, ve b, , sinirhidir. Tiim bu sinirh ifadeler S(g)

ile gosterilsin ve Denklem (5.15) yeniden yazilirsa,

0.2)- )| < o)+ {[ [[00) - 0w - (.o pdo) +

O(c)y - o)[h(p,o,d) - h(p,0,0)]|dpdo|+

o—%
ot—y

1
V4
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= 1 20t

—_— O(c)-0(o) |h(p,o,d)cos2kpsinp, (v —o)d pdo|+
2o 20~ |htp.0. ) cos2kpsin oy (v ~o)dp
= 1 20tE

e O(c)—0(o) |h(p,o,m)sin2kpsinp, (v —o)d pdo|+
;pﬂ{![ (0) |h(p, o, @)sin 2k psin o, (y —0)dp
© v
Ziz J.Ié(a)[h(p,a, @) —h(p,o,w)]|cos 2k psin o, (v —o)d pdo|+
k=1 8% 7|50
o v
ZL% J-Ié(a)[h(p,a, @) —h(p,o,w)]sin 2k psin p, (v —o)d pdo|.
k=1 8% T |o%

olur. Esitsizlige sarasiyla Cauchy, Bessel, Holder ve Lipschitz esitsizliklerini uygulanirsa,

|a)([//’g) a)([//)|<13(8)+2[\/7 \/EJ[]/‘]E 6’(0')f(p,0')|a) 0)|}dpd0'j2+
2[\/% +@J&I{h(p,a,w)‘é(a)—6’(0‘)‘}2a’pda}z

elde edilir. Denklem (5.14), Denklem (5.16)’a yazilirsa,

(5.16)

|&(y,8)—a(y)| <

1
cM 2C [y . 5 2 2
Il+— |Bg)+| — ., [|—+C O(o)l(p,0)|o(c)—w(o)|l; dpdo
( Fjﬂ() (w/m M“”" )|d(e) - (o)} dp ]
elde edilir. Burada,
’ T
c=2,% 42|
3z 6
Eger (m+n)* <2m* +2n” esitsizligi uygulanirsa, son esitsizlik
cm Y
~ 2
|a)(1//,g)—a)(1//)| S2(1+Tj P(e)+

2(25\/7 +CJ (II{@(G)E(,O,J)M)(G)—a)(a)|}2dpdaj
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olur. Elde edilen esitsizlige Gronwall esitsizligi uygulanirsa,

[ \/7 ]z[ﬁ 0(c)(p.0)] *dpdo

@y, &) - o) sz[l ] B (e)e (5.17)

elde edilir. Buradan,

ling o(y,e)=o(y) d.

Sonug olarak, £ —0 iken Teorem 5.1 kosullar1 altinda Denklem (5.11)’in ¢6zlimii,

Denklem (5.9)’in ¢6ziimiine yakinsar.

Literatiirde, periyodik sinir kosullar1 altinda ele alinan farkli problem siniflari igin
cOziimlerin ¢ parametresine bagliligi, benzer analitik yontemler kullanilarak Halilov ve
dig. (2015) ile Ciftci ve Halilov (2008) tarafindan gerceklestirilen calismalarinda

incelenmistir.
5.2.Sayisal Coziimiin incelenmesi

Dogrusallastirmay1 amaglayan

2™ o' ™ -
et +0(t)h(xt,0""), (5.18)

0" (x,0) = 9(x),0,0" (x,0) = @(x), x € [0, 7] (5.19)
o"(0,t)= 0" (z,1), 8,0"(0,0)=0,0" (z,1), 1[0,¥] (5.20)

problemi ic¢in iteratif bir algoritma  olusturulur. a)(")(x,t)zv(x,t) ve

h (x, t, " ) = 71(x,1) belirleyerek Denklem (5.18),

o*v B ot o*v

E—gwﬁ-y-i-@(l‘)%(x,t) (521)

dogrusal bir denklem olarak ifade edilebilir. Dogrusallagtirma yonteminden sonra,

problemi sayisal olarak ¢6zmek Denklem (5.21) i¢in kapali sonlu fark semasi
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e (2\/1:’+3 =50/ +4v/ —y) ) =
t

@[( v =2 ) = (vl = 2 )+ (v

1zix (/5 +16v/5 =300/ +16v/7 —v/% )+ 0770/

—2v/ v 1)}r (5.22)

l+2

uygulanmistir. Baglangic ve sinir kosullart [O,ﬂ]x [O,‘P] bolgesi igin

2
1 v. =V
— ! —
vi_ i At - %
; ; V +V
j jo Y2 VNt
V VNx’ va 2

sekilde tanimlanmaktadir.
[O,ﬂ]x[O,‘P] aralig1 ayriklagtirilarak X, zi(Ax—l), i=1,2,..,Nx ve i, =jAt,

j=12,...., Nt seklinde tanimlansin. Burada Ax = Ni ve At = % strastyla x yoniindeki
X t

uzay adimin1 ve zaman adimini gostermektedir. Nx ve Nt pozitif tam sayilardir. Ayrik

¢oziim v/ :v(x,.,tj) ile, baslangig fonksiyonu 4 =9(x,) ve kaynak terimi

2 = h(xl, /+2) bigiminde tanimlanmistir.

Hesaplamalarda j+3 indeksi mevcut zamani, j+2 bir Onceki zamani, j+1 adim

onceki zamani ve j ise li¢ adim onceki zamani ifade etmektedir.
Ters katsay1

- [7[ Vi, 7[,

3, ()4, (0))=m. (1) .

t
V4
Ix xtdx
0

o(r)=~

olusturan terimlerin her biri, sonlu farklar yontemi kullanilarak ayr1 ayrn

ayriklastirilmistir.
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2072 507" + 407 -/

r"(t)= : 5.24

(7) " (524)
202 —5pi Ayl ]

v, (7)= v e (5.25)
2 J+2 -5 J+1 +4 J 5,

v, (0)= 2 T TR (5.26)

At

/+2 J+2 Jj+2
v =4 A,

1) = ) 5.27
7Z'VX(7Z' t) T > Ay (5.27)

J+2 J+l J J+2 J+l1 J
T ((VN\f 2VNx + VNx ) (VNx 1 2’va 1 + va—l ))

AxAt?

v, (m,t)= (5.28)

(hm) = Ixh(x t)dx hesaplamak i¢in trapezoidal integrasyon kurali kullanilir.
0

Denklem (5.22)’nin sayisal ¢ozlimiinde, elde edilen lineer denklem sistemi dogrudan
¢dziim yéntemi kullanilarak ¢oziilmiistiir. Onceki zaman adimlarindan bilinen terimleri

iceren sag taraf vektort,

Vo= —5v/2 4 4y —y) 4 8;2 ( A, Y V,Ijzl)_ s (Vl:i—zl —oy! _Vl:/':zl)_
9_/’+2%_1‘+2At2

seklindedir.

Ornek 5.1.

0, -0, —0, = «9(t)sin(2x)[82 +(4+4g3 +82)sin(2x)],
o(x,0)=1+sin2x, 8,0(x,0)=0, xe[0,7]

a(0,t) = a(7,t),0 .(0,t) =0 a(r,t), 0<t<Y¥
L (eea)

1) =-——">¢€".

(1) T ¢

Ters probleminin analitik ¢oziimii, {H(t) , a)(x,t)} = {e‘”,(l +sin (Zx))e“}.
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Sayisal hesaplamalarda x yonii boyunca 640 kafes ve 0,00125 s’lik zaman adimi

kullanilmistir. Bu asamada, sayisal ¢oziimler £ =0’dan & =23’e kadar 0,5 araliklarla

hesaplanmis ve karsilastiriimistir.

21
€=0  ceeeneenn €=0.5 ]
18 | ceee- e=1 e=1.5 ./
2 2.5 /
- = g= — =D, !
15 /
—_—.=g=3 *
12 _/ 4
s / /
= 3 &
9 A /
W Y’ .
7/ & e
6 == — - =
A
3 - // /' i
D DA el B
PO P T ke e ricririvtre T T
0
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Sekil 5.1. Tiim ¢ degerleri i¢in ters katsayinin sayisal tahminleri

Sekil 5.1°te, tiim ¢ degerleri icin ters katsayilarin sayisal tahmini gosterilmistir. Ters

katsayr iistel bir fonksiyon olup, ¢ degeri arttikca bu egilim daha belirgin hale

gelmektedir. Zaman ¢ =0 aninda, listel fonksiyon tabanli ters katsay1 tiim ¢ degerleri igin

birim sabit degerini almakta; zaman ilerledik¢e bu degerin arttig1 gézlemlenmektedir.

42

omega

(a)

Sekil 5.2. Tiim ¢ degerleri i¢cin @ sayisal ¢6ziim degerleri: (a) 1=0,5s ve (b) t=1s

0.79

2.36 3.14

(b)

Sekil 5.2, tiim ¢ degerleri i¢in @ sayisal degerlerindeki degisimi (a) t=0,5s ve (b)

t =1s anlarinda gostermektedir. @

sayisal degerlerinin genel egilimi incelendiginde, tiim

¢ degerleri i¢in baslangicta yaklasik 0,79’a kadar arttig1, ardindan 2,36’ya kadar azalarak

sifira ulastig1 goriilmektedir. Ardindan sona dogru yeniden artig egilimi gozlenmektedir.

o degerleri hem ¢ hem de zamanla birlikte artig gostermektedir. £ =0,5s aninda, £ =3
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icin maksimum @ degeri yaklasik 9 civarindadir; # =1s aninda ise bu deger yaklasik

40’a ulagmaktadir. Ek olarak, t=1s ve £=2,5 i¢in maksimum @ degeri yaklasik 24

iken, & =3 oldugunda bu deger yaklasik 41°e ulagsmaktadir.

TN T T~

40 40 40

30 30 30

(2
Sekil 5.3. Tim zamanlar ve (a) €=0; (b) £€=0,5; (¢) €¢=1; (d) e=15; (e) £€=2;
(f) €=2,5 ve (g) & =3 degerleri i¢in @ sayisal ¢cdziim tahminleri
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Sekil 5.3, @ degerlerinin hem uzunluk hem de zamana goére degisimini gdsteren, sayisal
cozlimlerden elde edilen ii¢ boyutlu grafikleri gosterilmektedir. Bu grafikler sirasiyla (a)
e=0,(b)=0,5;(c) e=1;(d) e=15;(e) €=2;(f) €¢=2,5ve (g) £ =3 durumlarim

gostermektedir. Sekil 5.2 i¢in yapilan yorumlar, Sekil 5.3 i¢in de gecerlidir.
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6. TERS KATSAYILI HIPERBOLIiK PROBLEMIN INCELENMESI

6.1.Coziimiin Bulunmasi

Y >0 olmak iizere, Q2:= {0 <A<m0<y< ‘P} bolgesinde tanimli Denklem (6.1) ile

verilen ters katsayili hiperbolik denklem incelenmektedir:
0, s =~ @)V = h(A,p.0) (6.1)
Denklem i¢in baslangic kosullar

v(4,0) =9(1),

0,0(4,0) =@ (1), 6.2)

periyodik sinir kosullart

v(0,y) =v(7,y),

(6.3)
61U(0’ l//) = 810(7[’ l//)a

ve ek kosul
T(y) = [v(4,p)dA (6.4)
0

ile birlikte ele alinmaktadir. Burada &, @ ve T fonksiyonlari [0,7] araliginda,

n(A,y,0) fonksiyonu Qx{-oo,0} iizerinde tanimli verilen fonksiyonlardir. &>o0,

kiigiik parametredir.

Problem (6.1)—( 6.3)’lin ¢6ziimii Fourier yontemiyle Denklem (6.5) seklinde elde edilir:

o /W)_g +2wol/f 2[ j j (v —o)[a(o)(p,0) +h(p,0o, u)]dpda]
i(cos@k )9, sm(22:w) wckjcos 2kA+ (6.5)

k=1

i( ]/-]isin 2k(y — o) cos(2k p) [a(O')U(p, o)+h(p,o, U)] dpdajcos 2k A+
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Z(cos(zky/)ssk + %}f"’)wskjsm 20+

k=1

i{izﬂzsin 2k(y —o)sin(2k p)[a(o)v(p,0) +h(p,0,V)] dpdo} sin 2k A.
k=1 5%

Ek kosul (6.4) ve Denklem (6.5) kullanilarak a(y) ters katsayi,

I"(y)- j h(A,w,0)dA

a(y) = OF W) (6.6)

elde edilir.
6.2.Coziimiin Varhg:

Teorem 6.1.
K1. T'(y) e C’[0,¥], a(y) € C[0, ¥].
K2. 3(A) e ([0, x], @m(A) € (10, 7].

K3.1 7(4,p,0) fonksiyonu Qx(—w0,0) bolgesinde siirekli ve asagidaki kosullar

O n(Ap,0) 8V n(Ay,5)

saglansin: 70 G <l(Ay)|lo-b], k=0,2,
burada ((A,p) e L,(Q), {(A,y)=0.
K3.2 n(4,w,v) € C[0, 7],y €[0, Y], |M(A,y,0)| < M,

K3.3 [n(A,y,0)dA#0, 7y €[0,¥]
0

K1-K3 kosullar1 saglandiginda, Denklem (6.1)—(6.4)’in ¢6ziimii var ve tektir.

Ispat. Picard ardisik yaklasim ydntemi kullanilarak, Denklem (6.5) ve (6.6) igin ardisik

yaklagimlar asagidaki bigcimde olusturulur:
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o ) =8+ + = j j (v =) " (p.0)a (o) +h(p. o) |dpdo,

oM () = Z 9, cos2ky + Z s1n 2ky +

0 1 2 v (6.7)
Z——-”sin 2k(y — o) cos(2kp)[a(N)(0)u (p,0)+h(p,0, ol )]dpdcr
o 2k g
oY () = 29 cos 2ky + Z sm 2ky +
o 12757 : M) oY) )
> —=([[sin2ky -o) sm(zkp)[a ()W (p,0)+h(p, 0,0 )]dpda,
o 2k o
()~ h(/l,t//,u(N))d/i
a" ()= : : (6.8)

I'(y)

Burada

o W) =9+,
(0) _ 1 .

v, (w)=38, cos2ky + Ew‘k sin 2ky,
(0) _ 1 .

v, (y)=38, cos2ky + Py @, sin2ky.

Teorem geregi v'” () e B,y €[0,¥] oldugu asikardir.

Eger N =0 ise (6.7) ve (6.8) sistemi,

2%
)= 8+ + = [ [ -o)[ 1 (p.0)d" (@) + h(p.0.0") |d pdo,
00

o) = Z 3, cos 2y + Z “sin 2ky +
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© v
Zik JI[a(O)(G)U(O) (p,0)+h(p, o, U(O)):| cos2kpsin2k(y —o)d pdo, (6.9)
k=1 TR 5%

o) () = Z 8, cos 2ky + Z sm by +

0 v
Zlk“‘[a(o) ()" (p,0) +h(p,0, U(O)):| sin2kpsin2k(y —o)dpdo,
k=1 TR 5%

" (y) —]ih(/l,z//,u(o) )d2

aV ()= ' " (6.10)

olur.

v
Denklem (6.9) i¢in I I n(p,o,0)d pdo ifadesi eklenip ¢ikarilirsa ve mutlak degeri
00

almirsa,

o)) )| < ||+l |+|= O(p,0)dpdo|+

v

v
2[[ o -0 hp.00™) ~h(p.0,0)|dpdo| + 0,0)dpdo],
4 00

00

oo v
uﬁ,? (V/)‘ S z + i‘”‘Sin 2k(y — o) COS(Qkp)a(O) (O')U(O)(p, o)d pdo]+
k= =1 00
s} v
>, ﬁf!sin 2k(y —o)cos(2kp) [h(p’ o, 0"~ h(p, o, 0)] dpdo]+
k=1 00
['s} 1 v
Y| [ [sin2k(y — o) cos(2kp)h(p, 5,0)d pdo),
o | Tk 00

q//zz

Is1n2k(y1 O')s1n(2kp)a (O')u (p,O')dde'

v,fl)(w)\ S Z‘

k

v
ik | j sin 2k(y —a)sin(zkp)[h(p, o, 0N~ h(p,o, O)Jdpda +
00

k=1
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S

k=1

v
[ [sin2k(y —0)sin2kp)i(p,0,0)d pdo
00

elde edilir. Cauchy, Bessel, Holder esitsizlikleri ile Lipschitz kosulu uygulanirsa,

B (1//)‘ |9, |+|w01//|+2\/7;ﬁ]£{ (G)U(O)(,D,a)}z dpd0J2+

\F(ﬁ{f(p,a)\ }dpda]2+2f(ﬁh(p,aO)dpdan,

‘ (l//)‘ \/— Z Ty |t ”\/g(ﬁ{u(o) (p,0)a"” (0)}2 a?,oa’oj2 +
”\/g(z ! (oo} dpdajz +7z\/g mhz(p, . O)dpda]z ,
UEQ('/’)‘ < Z @, +”\/7(]/‘_T{U(O)(P, G)a(o)(a)}2 dpdajz .

2 2 ¢ v %
} dpdo | +rm,|— J-J.h2(p,0',0)dpd6
67 %%

er

elde edilir. Maksimumu alinirsa,

U(l)(V/)H M i( 9, ) T:( )

et 222 o
”'LI"\F +zﬂ2|\p|f ] (1,/)H+£ﬂ|\y|\r +zﬂ2|\p|f ]Ih(ﬁ w,0)|

elde edilir. Denklem (6.10) i¢in Ih(/t,(//,O)di ifadesi eklenip ¢ikarilirsa ve mutlak
0

degeri alinarak Cauchy esitsizligi ile Lipschitz kosulu uygulanirsa,
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'y)|+Vx (Tf2<ﬂ,w>\u<°>(w)\dx]2+ﬁ thu,w,ow]z

IC(w)|

" )| <

elde edilir. Maksimumu alinirsa,

AW 7R @ +V7 2., 0)
H“ ‘”H— s

elde edilir. Teorem kosulundan v () € B.

Tlimevarim yonteminden N+1 i¢in,

+

)

+

Py -
q)ck ) + ﬁ ;( ch l//sk

\Ij o0
U(N+l) (l//)H < M + Z( Dy
k=1

A5y <20 Jo b ]
¥ f—;“”zl‘l'lg ey o™ ] +

¥ ¥
Y|, |— +272% |, [— (|7, w,0
]|+ 2 ¥l [l

L") +N7 (a0 )|+ V7 |12y, 0)]
[rol

>

e

elde edilir. Teoremden kosullar1 geregi ve 0" (w) € B oldugundan, 0" (y) e B dur.

6.3.Ardisik Yaklasimlarin Yakinsakhgi

Ardisik yaklasimlarin yakinsakligini1 gostermek i¢in ardisik terimler arasindaki farklar ele

alinir:

2 v 2 v
o' @) =0 @) == [ [ -0)a" (@ (p,0)d pda+ = | [y —)(p.y .0 "d pdy,
00 00
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1

(1) (0) —
19 19 =
ck (W) ck (V/) e 2k

&4
2 j j sin 2k(y — o) cos2k p)v(p, 0)a" (o) d pdo +
7 00

» v
> i %J [ sin2k(y ~ o) coskp)(p,y.0")d pd,
k=1 00

1

(1) (0) _N
U, -0 =
sk (l//) sk (l)//) p 2k

!

v
2 j j sin 2k(y — o) sin(2k )0 (p, 0)a"(o)d pdo +
ﬂ- 00

1

v sin 2k(y — o) sin(2k p)h( p,y,0'")d pd o
1

s
SRS
S N

=~
Il

v
Denklemlere I I n(p,o,0)d pdo ifadesi eklenip cikarilirsa ve mutlak degeri alinirsa,
00

o)) () -0 ()| < -

278
=~ [[w-0)a" " (p.0)dpdo
00

+

9

%ﬁ('/’—(’)[fl(p, o0 -h(p,0o, 0)] dpdc

27
~[[w-op.o.00dpdo
00

ol W) -0 )| <.

k=1

+

74
ﬁgf [sin2k(y — o) cos2k )0 (p,0)a" ()d pd
9%

+
k=1

o v
D i% j j sin 2k(y — o) cos(2k p) [h(p, o,0")~h(p,o, 0)] dpdo
00

3

NgE

v
szjsin 2k(y — o) cos(k p)i(p,o,0)d pdo
2k 7wy

b
L

© v
-0l @)= 3|2 [ [sin 2k - )sinkp) (p.0)a (@) pdo| +
k=1 00

s

v
izﬂ‘sin 2k(w —o)sin(2k p) [h(p, o, U(O)) —n(p,o, O)Jdpda +
T 00

b
Il

NgE

b
n

v
sz‘jsinﬂf(l//—o‘)sin(QkIO)h(p’o.,O)dpdo_
2k 7y

elde edilir. Cauchy, Bessel, Holder esitsizlikleri ile Lipschitz kosulu uygulanip

maksimumu alinirsa,

117



[0 @) -0 )| < 4] )|

o )|+ Al

o )|+ 42,0
elde edilir. Bu esitsizlik, teoremde verilen kosullar altinda sinirhidir.
K Z=HU(1)(I//)—U(O)(l//)H < © (6.11)

belirlensin. Ters katsay1 i¢in,

V4

- [h(ﬂ,t//,u(z))—h(l,t//,u(l))}d/i
a?(y)-a" ()=
I'(y)

mutlak degeri alinarak Cauchy esitsizligi ile Lipschitz kosulu uygulanip maksimumu

almirsa,

Vr ()| |p @) -0 @)
[

[ @) -] < (6.12)

elde edilir.
Yeniden,
) ) 211 o ) 277 )
0 )=o) == [ [y~ (p.0)dpdo+ = [ [ (v - o)(p,0.0")d pdo -
00 00

207 207
~[[a" @y -1 (p.0)dpdo -~ [y ~o)(p,o.0")d pdo,
00 00

00

v
o) )=o) =3 52 [ [sin2k(y - ) cos2kp) (p, o) (@) pdor +
00

k=1

o0 v

zi 2 I I sin 2k(y — o) cos(2k p)h(p, o, U(l))dde' -

o 2k g

-1 25T ) )

> —= j j sin 2k (y — o) cos(2k p)o (p, 5)a" (o)d pd o —
o 2k o

=1 2%% . (0)

>—= j j sin 2k (y — o) cos(2k p)( p, o, 0" )d pd o,

o 2k 7wy
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© v
o )=o) =322 [ [sin 2k - )sinkp) (p. 0)a (@) pder +
00

k=1

o0 v

ziﬁ j j sin 2k (y — o) sin(2k p)h( p, o, 0")d pd o —

o 2k e

1 27T : ) )

> —= j j sin 2k (y — o) sin(2k p)o"" (p, 0)a" (o)d pd o —
o 2k 7wy

21 2%% . . (0)

> —= j j sin 2k (y — o) sin(2k p)i( p, o, 0'")d pd &

o 2k 7wy

v
farki alinsin. I I a’ (o) (p,0)dpdo ifadesi eklenip ¢ikarilirsa ve mutlak degeri
00

alinirsa,

o W)W < j (v =0 a"(0)~a" (@) |v"(p.0)dpdo| +

%T]{(l//_O-)a(l)(a)[U(Z)(p’a)_U(l)(pao-)]dde' +

217 (1) (0)
;”(l//—a)[h(P,a,u )—h(p,o,0 )i|dpdg ,
00

o W) -0l )| <

v _
i 2 _[ I sin 2k(y — o) cos(2kp) a? (o)— a" (a)] o (p,0)dpdo|+
7Z' L

s

=~
i

Ms

%_j I sin 2k(y - o) cos(2kp)| v (p,0) 0" (p,0) [ (@)d pdo| +

bl
I

12
2%k 7

j jsmzk(z// o) cos(2kp) h(p,O'U N—1(p,o,0" )]dpda

s

bl
0

o W) -l )| <

NgE

v
%3 [ [sin2k(y —0)sin2kp)| a®() - a" () [P (p,0)d pd |+
7 00

=
i

s

v
S [ [sin2kty = sinkp) [0 (p,0) - (p,0) | (@) pdo 4
T 00

b
I
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) v
D i% [ [sin2kp -0 sin(zkp)[h(p, o0 ~h(p,0, U(O))]dpda
k=1 00

elde edilir. Cauchy, Bessel, Holder esitsizlikleri ile Lipschitz kosulu uygulanip

maksimumu alinirsa,

v<2)(l//)-U“(l//)H£[ﬂ|‘Pl\/§ +27° I‘PIg]\\a@(w—a<”<w)\H\u<2><w)H+

7| ;P—” +27° I‘I'I\/g JHa(l)(w)HHv“) )" )|+ (6.13)

y? 5 Yo, ) 0
z|¥| St I‘PI\/%]H“W/)”HU w)-v (V/)H

elde edilir. Denklem (6.12), Denklem (6.13)’de yerine yazildiginda,

elde edilir. Denklem (6.11), Denklem (6.14)’de yerine yazildiginda,

o? () =" (‘/’)H < %(Iz{f(p, )" (e) -0 (G)‘}z dde'Jz (6.14)

o) -0 )| sf)—K

1

LTﬂfz(p, O')dde'T (6.15)

0

elde edilir. Burada,

3
A=zl | X o) 2
RY/4 6

o _lre-4(= [o® wllecavl-[" w)|irw)l)
. Irw)l

Ayn1 yontemler sonraki ardisik yaklasimlar i¢in uygulanirsa,
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Jr (2o @) -0 o)
[F)l

, (6.16)

[¢® @) -a? )| <

[0 @) =0 @) < 40P @) |l @) - aP @) +

A|a® @) [ ) - 0P @)+ Al [p? @) -0V )|

(6.17)

elde edilir. Denklem (6.15) ve (6.16), Denklem (6.17)’de yerine yazildiginda,

2

|- )< ( I ﬂz(p,o){ﬁﬁ(ﬁ,&)dﬁd&JdpdaJ

elde edilir. Integral igin degisken degistirme ydntemi uygulanirsa,

2\2
AK 1|7
< —= (*(p,o)dpdo
Db ﬁ[ﬁl l
elde edilir. Burada,

[r@)l-4(Vz [P @l v - |a? (t//)HIIF(t//)II)
. [Tl

Eger 0" (w) ve a™*"(y) iterasyonlarina kadar siirekli olarak aym ydntemler

uygulanirsa,

H VD) () U(N)(W)H ﬁK T[(ﬁg (p’a)dde'] } (6.18)

i=1

V|t w) -0 @)
Tl

") -a" )| <

™)

elde edilir. Sonug olarak, N > iken 0" - 0™ ve ™ > a™ olur.
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6.4.Kesin Coziim ile Ardisik Coziimiin Farkin Degerlendirilmesi

Bu boliimde, asagidaki limitin saglandig1 gosterilecektir:
lim o™ () =o(), lim a™* () = a(y).

Oncelikle, ters katsayi i¢in asagidaki fark ele almir:

—.T[h(/i,l//,u)—h(/l,t//,um”) ) |az
a(y)—a"" ()= -
W)

Denklemin mutlak degeri alinarak Cauchy esitsizligi ile Lipschitz kosulu uygulanip

maksimumu alinirsa,

- iy
[re

Jaw)—a™ )| < (6.19)

elde edilir.

Kesin ve yaklasik ¢oziimlerinin fark: alinirsa,

v, W) -0 () =

v v
2[[a@w -owip.0)dpdo -2 [ [a" (0 )y - o)™ (p, o) pdo +
7[ 00 4 00

v v
2[[w-omp.o.0dpdo -2 [ [ -0)h(p,0.0"dpdo,
4 00 T 00

N 1
v, () =0 —

(w)= 2ok

N |

T I sin 2k(y — o) cos(2k p)v(p,o)a(o)d pdo —

/8

sin 2k(y — o) cos(kp)v" ) (p,0)a™ " (0)d pdo +

sin 2k(y — o) cos(2kp)h(p,o,0)d pdo —

Me 1M DM
Rl- R|- |-

EN RSN SRR

Ot ¥ Ot o=
Oty O O —y

sin 2k(y — o) cos(2k p)h(p,o,0")d pdo,

bl
i
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v, (v)— N“ (1//) = Zw: 1 % J. I sin 2k(y —o)sin(2k p)a(o)v(p,o)d pdo —

o0 v

zzl_kz [ [sin 2k - o)sin(2kp)a (o)™ (p.0)d pdo +
k=1 4K T 5%

S |

> 2 [[sin2k(y —0)sin(kp)h(p,0,0)d pdo -

k=1 00

0 1 2 vz . . (N)
zﬁ;jjsmﬂc(ty—0')s1n(2kp)h(p,O',U Yd pdo

k=1 00

v 7%
olur. I I v (p,0)a(c)dpdo ve I I n(p,o,0"")d pdo ifadelerini eklenip ¢ikarilirsa
00 00

ve mutlak degeri alinirsa,

o) -0h W] < j (v ~0)a(0)[v-0"" ]dpdo +

[a(0)=a""" (@) [(w ~ )" (p.0)d pdo |+

3o

S B}

(v —0)| i(p.0.0)~(p.o.0™™) |dpdo|+

(v -0 i(p.o.0"")=h(p,o.0™) |dpda],

N[
St ¥ O] O3 ¥
N Oty

S

© v
v, () -0 (y/)\ <> ;—k% j jsin 2k(y — ) cos(2kp)[ v-0™" |a(o)d pdo|+
k=1 00

© &
Ziz j j sin 2k(y — &) cos(2k p)| a(c) —a'"" (o) |0V (p,0)d pd |+
o 2k 7wy
= 1 2 ke . (N+1)
= j j sin 2k(v — &) cos(2k p)| h(p,o,v) ~h(p, o, ™) |d pdo|+
o 2k 7wy
21 2%% . (N+1) (M)
> —= [ [sin2k(y — o) cos(2kp) | h(p, 0,0 ) = h(p,,0™) |d pdo|,
o 2k 7y
v
\ v, () -0 (y/)\ L2 = [[sin2k(y - o)sin(kp) [ v-0""" Ja(c)d pdo| +
k Ty
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0 v

Zig j j sin 2k(y — 0)sin(2kp)[ a(o) —a™(0) [v"(p,0)d pdo|+
o 2k 7y

= 1 2 1y . . (N+1)
Z——J.Ism 2k(y — o) sm(2kp)[h(p, o,v)—h(p,o,0 )} dpdo|+
o 2k 7y

zﬁ—“‘smﬂc(w—a)sm(2kp)[h(p,0',0 )—h(p,o0,0 )]dde'
k=1 %

elde edilir. Sirasiyla Cauchy, Holder, Bessel esitsizlikleri ile Lipschitz kosulu uygulanirsa

ve maksimumu alinirsa,

o) -0 ()| < [ﬁm ;P—” +27° |¥| \/g jlla('//)HHU(w) —o" )|+

7Y ;P—;+27r2|‘l'lg o=@l 2w+
T A (6.20)
7|5+ 2 |‘P|\/; leca o) -0 @)+

Wy ’ v (N+1) (N)
Al 5-+ 27 |\p|\/; [l @) o)

elde edilir. Denklem (6.18) ve (6.19), Denklem (6.20)’de yerine yazildiginda,

N+1

Hu(w)—u‘“”(w)HsAff Jﬁllw,w)ll +

i=l1

\/_ N+1 T
A[||a<w>||+||mw>n+”F(;||||mwlluv‘ )MHJ[{{

2
v(c) - ((7)‘2 dpda}

elde edilir. ( Yty toty, )n < n( yl2 + y22 +..+ yf ) esitsizligi kullanilarak Gronwall

esitsizligi uygulanirsa,

AN+1K 1
lﬁlD' JN+1!

1

o) - <2 el |

i=l1
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2 | Ry s )
o 2 { oyt B

elde edilir. Sonug olarak & —» oo iken 0V -, a™ —a olur.
6.5.Coziimiin Tekligi

(6.1)~(6.4) probleminin (a,0) ve (g,w) olmak iizere iki farkli ¢dziimiiniin oldugu

varsayilsin. Oncelikle, ters katsayilarin farki ele alinir;

V4

~[[1(Ay.0)~h(Ly.w)]dA

L(y)

a(y)—g(y) =

Denklemin mutlak degeri almmarak Cauchy esitsizligi ile Lipschitz kosulu uygulanip

maksimumu alinirsa,

Jz ||

- <
|la@w)—g(w)| ]

|low) —w(y))| (6.21)

elde edilir.

U ve w ¢oziimlerinin farki alinirsa,

&4

0,) =) = [ [y =@ W(p. ) pdo -~ [ [y ~o)g(emip. ) pdo

2%7 27
~[Jw-o)p.0.0)dpdo = [y -0)i(p,0,wdpdo,
00 00

VA

0 )=, ) = 252 [ [sin2k(y - ) cos(2kpla(@)o(p.0)d pdo -

sin2k(y —o)cos(Lkp)g(o)w(p,o)d pdo +

Me T
Q= R|-
N o 3y

Oy O N

sin 2k(y — o) cos(2k p)h(p,o,v)d pdo —

|
|

=~
Il
—_
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21
25k

k=1

SHES

S =X
O =3y

sin 2k(y — o) cos(2k p)h(p, o, w)d pdo,

=21 2% . .

0, W) =y () = 3 == [ [ sin 2k(y - 0)sinkp)u(p, o)a(o)d pdo -
k=1 00

=1 2%

== j j sin 2k(y — o) sin(2k p)g(c)W( p, o)d pd o +

o 2k

=1 2%7%

Z——‘”sin 2k(yw —o)sin(2kp)h(p,o,0)d pdo —

o 2k e

=1 2%F . .

Z—— J j sin 2k(y — o) sin(2k p)i(p, o, w)d pdo

o 2k

v
olur. I J a(o)w(p,o)d pdo ifadesini eklenip ¢ikarilirsa ve mutlak degeri alinirsa,
00

|Uo(l//) W ('//)| <

SRS
O ]

]Ea(O')(l// o)[v-w]dpdo|+

o)[a(0) - g(@)]w(p.0)dpdo]+

(7) h(p,o,0)—h(p,o, W)]dpd(T

il
Al

Oy (W) —w, (w)| < Z

=1

v
12 j J.sin 2k(y — o) cos(2kp)a(o) [v—w]d pdo|+
2k g5

ii%jjsin 2k(y —o) COS(2kP)[a(0)—g(a)]w(p,a)dpdg "
=1 2%% .
Zﬁ;.”sm 2k(y —o) cos(2kp)[h(p, o,0)-h(p,o, W)]dpdo- ’

v, (W)—w, (1,//)| < i i % T ]r. sin 2k (v — o) sin(2k p)a(o) [U - w] dpdo|+

v

Zi—”.sm 2k(y —o)sin(2k p) [a(O') g(O')] w(p,o)dpdo|+

k=1
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00

Zz_lkiﬁsm 2k(y —o)sin2kp)[1(p,0,0)—h(p,0o,w)|d pdo

k=1

elde edilir. Sirasiyla Cauchy, Holder, Bessel esitsizlikleri ile Lipschitz kosulu uygulanirsa

ve maksimumu alinirsa,
p? 5 ¥
||u<w>—w<w>||s[nm o |\P|\/—}||a<w>nnu<w>—w<w>||+
T 6r
p? ¥
[71|‘P| =t 27° |9 /—]”a(t//) —g)||[w(A.w)|+ (6.22)
T 6

e 2no sl -

elde edilir. Denklem (6.21), Denklem (6.22)’de yerine yazildiginda,

lo@w) —wy)| <

LA, A, K 5 %
A[Ila(@//)ll+llf(&l//)ll+\/;” ( ﬁﬂﬁﬂ '”)”JU [low) - ww)| dpdoj

elde edilir. Elde edilen esitsizligin karesi alinarak Gronwall esitsizligi uygulanirsa,

[t

Jz ||mw>||||w<z,w>n]2]

o) —wi)|| <o0- eXP[AZ (Ha(v/)” o)+

elde edilir. Sonug olarak, V() =w) ve a(y)=g(w) olur.

6.6.Coziimiin Kararhhg:

Teorem 6.2. Teorem 6.1 kosullar1 saglanirsa, (6.1)—(6.4) probleminin (a,v) ¢oziimi

G, @ ve T baslangig verilerine gore siirekli bagimlidir.

Ispat. Teorem 6.1°in kosullarini saglayan iki veri kiimesi
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®={9,& T}, O= {5,5,1‘}
olsun. Asagidaki sinirlamalarin saglandig1 varsayilsin:

||‘9||C[o,7z] = Ml ?

I

w”C[O,ﬁ] <M,, ] =M,

c?ro,7
ve benzer sekilde

<M

crory — 3

I
cro,z]

5”0[0,;:] < M2’ 1:

olmak ilizere M,,M,,M, pozitif sabitlerin var oldugu kabul edilsin. Buna bagli olarak

normlar

O] =190y +1lersy +F

”®” = ”'9”0[0,”] + ||w||C[0,7r] + ”F”CZ[(),T] > 0,77

seklinde tanimlanir. (a,u) ve (6_1,5 ), ©® ve O verilerine karsilik gelen (6.1)~(6.4)

problemine ait ¢dziimler olsun. ilk olarak,

r'@)—[h(Ay,0)di T'@)-[h(y,0)dA
W=, Tt

katsay1s1 incelenecektir.

L") ~TW) [ 1(Ly,0)dA-T@)T" () +T(w) [ 1(A.p,0) dA

L)L (y)

a(y)—a(y)=
Son denkleme I'(y)['(v) ve F(w)jh(l,t//,u)dﬂ ifadeleri eklenip ¢ikarilirsa,
0

L) (T () -T"(w))-T" W) (Tw) -T(w))

— +
Fw)I'(y)

a(y)—a(y)=
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(Tw)-Tw) j (Ly,0)dA~ r(y/)j w,0)—h(Ay.0))dA

T(y) (l//)

elde edilir. Mutlak degeri alinir ve Cauchy esitsizligi uygulanirsa,

Tt e) - @)]+[r"@)|re) - r(w\
[@)TW)|

|a(y)—a(y)|<

\r(.,y)—f(y/)\[ j d/ljz [ j n (ﬂ,,w,u)chz

()L (y)

oo

elde edilir. Elde edilen esitsizlige Lipschits kosulu uygulanirsa,

+

1

S B}

n(Ap,0)~h(2y.0)) d/lj

C)T(y)

_Fe»

C@) ='W+ e)[re)-Te)| |

la)-a < T)Tw)

\HW)FWﬂfTI AWLqu+EwMJ(jazwm)u|dﬂ

C(y)C(y)

elde edilir. Son olarak, maksimumu alinirsa,

_ M3+\/;M _
Mwwy4uwmsE%wﬁwo—r%ww+£—jﬁ7——mrwo—nww+

Jr

Ellﬁ(ﬂ,w)lllluw/) —o(w))|

(6.23)

elde edilir.

-9 =
V(A W) -D(A, W) = (‘90 . 0)+(ZUO 2@—0)1// .
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[(,9 —~ 9, )cos 2ky +(2—f"")sin Zkl//jcos 2k A+

i[(% -8, )cos 2ky +@sin 2kl//jsin 2k +

(v —o)[v(p,0)a(o) +h(p,0,0)|dpdr ~

(v —0)[0(p,0)a(o)+h(p,o,0)]|dpdo +

i Z——ﬁmn 2k(y — o) cos(2kp)[a(a)v(p, o)+ (p, 0, U)]dpercos 2kA—

i iz-”sinﬂdl//—O')COS(2k,0)[67(O')5(p,O')+h(p,o-,zj)]dpngcoszk/1+
0%

> igT T sin 2k(y —0)sin(2kp)[a(a)v(p, o) +1(p,0, U)]dpda}sin 2hA -
4 00

> ii? T sin 2k(y - 0)sin(2kp)[a(0)0(p,0) + h(p,0.,0)]d pda]sin 2k,
72. 00

Son denkleme a(o)o(p,o) eklenip ¢ikarildiktan sonra mutlak degeri alinirsa,

o)1)= 2 . 9l 2‘”0)"4 #2(19 -8+~ ))+
gﬁ(% ~@,|+|e, -3, %II(V/—G)[U(p,a)—5(p,0)]a(0)dpda +
%ﬂ(w—a)[a(a)—a(a)]mp, o) pda +
%II(‘/’—U)[h(PaaaU)—h(,O,O',U)]dpda +

> i%”sm 2k(y — ) os(2kp)a(@)[v(p.0)~5(p,0)]d pdo] +

> 2 [sin 2kt o) cosako)[ato) (@] (p. 00 o+

> ;—kiﬁsm 2kl - ) cos(2kp) [, ,0) ~ h(p, .5 dpd | +
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NgE

b
Il
—_

igT I sin 2k(y —o)sin(2k p)a()[v(p,0) ~0(p,0)|d pdo |+
T 00

NgE

2—1kgf‘{]r-sin 2k(y — o) sin(2kp)[a(0)—5(6)]5(p,0')dpd0' +
T 00

=~
1l
—_

M

v
%Ej j sin 2k(y — o)sin(2k p) [ p, &, 0) ~ h(p,c,0)|d pdc
T 00

-~
i

elde edilir. Elde edilen esitsizlige sirasiyla Cauchy, Holder ve Bessel esitsizlikleri ile

Lipschitz kosulu uygulanirsa ve maksimum alinirsa,

\P 0
o) -y < 2Bl o=l #2212 =7l I - 2ul)+
%g( W Vo — W)+ Alla@)|Jow) -o )|+ (6.24)

Ala@w)—a@)|lo(2.v)]+ 4[4 v)|lo@) -o@)|

elde edilir. Denklem (6.23), Denklem (6.24)’te yerine yazildiginda,

— M — 7 \P 0
o<l B S0 5 oo, )
2 A(M, +zM |lp(A,p) ~
\/g Z( l//c'k _lpck + Wsk _l/7sk )+ ( M2 )” || Hr(l//)_r(l//)H+
A||U J,V)” ) ) (6.25)
——re»-re)|+

2 5eR%) [oenm)
M

Al la@)]+ e, w)]|+ Jllu(w)—ﬁ(v/)ll

3

elde edilir. Burada

@\P(\Pﬁ + 2%)

A= .
3
Eger
Jo-3-216, -3+ 31, -+ o -]
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1 _ - _ _
||w—w||=5||wo—wo|||‘1’|+%;( o L A )
_ AT ) [p () _ Ay -
IR el L P O B 22

olarak alinirsa, burada

M, :max{l,l},
2

M, = max{u

-l
2’2\/8’

A(MANZM) oW A5
M; oM, |

M6—max{

Nz A|p)|[pow)]
M3

M, = Ala@)]+ 4]0y +

belirlenir ve Denklem (6.25),

lo@) -ow)|< M, ||9-3|+M,|&-z|+M,

() ~T"(w)|+ M, o) - 5(y)|

seklinde yazilir. Eger M = max {M M, M 6} olarak kabul edildiginde, son esitsizlik

lo) o)< M, |©-8]+ M, Joy)-5w)|

olur. (c+d)* <2c¢* +2d’ esitsizligi uygulanirsa,
— v
low)-B@ | <2m |0 -8 +20; [ [|p(e) - (o) dpdo
00

olur. Son esitsizlige Gronwall esitsizligi uygulanirsa,
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_ —112 2
low) oW <21 |06 &
elde edilir. Sonug olarak, ® — 0O iken, v(y)— O(y) dir. Dolaysiyla, a(y)— a(y)
olur.
6.7.Dogrusal Olmayan Problem icin Sayisal Co6ziim

Dogrusal olmayan problemlerin dogrudan c¢oziimiiniin gli¢ olmasi nedeniyle, bu

calismada ¢Oziim siirecinden once problem dogrusal bir forma indirgenir. Bu amagla

aZU(") aZU(")

I a(H)v'” = h(x, t, u<"‘l>), (6.26)
0" (x,0) = 9(x), 8,0")(x,0) = @(x),x €[0, 7] (6.27)
0"(0,8) = 0" (z,1), 8,0"(0,0) =8 0" (x,1), 1€[0,¥] (6.28)

problemi igin iteratif bir algoritma  olusturulur. o (x,6) =v" (x,6)  ve

h (x, t, U("_l)) = ﬁ(x,t) belirleyerek (6.26)-(6.28) problemi

v v %

y—y—a(t)\/:h(x,t), (6.29)
V" (x,0) = 9(x), 0" (x,0) = @ (x), x €[0, 7] (6.30)
v0,0) =" (z,0), /" (0,8) =8 " (x,1), 1 €[0,¥] (6.31)

dogrusal bir problem olarak ifade edilebilir. Elde edilen (6.29)-(6.31) problemi sayisal

olarak ¢6zmek i¢in kapali sonlu fark semasi

w3 (v[]+2 — 20" v/ ) = E(Vi’flz =20/ v/t ) +a’/ "+ ht (6.32)
t

kullanilmistir. Baslangi¢ ve sinir kosullart [0,72']>< [0,‘1’] bolgesi i¢in
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J J
joyi oyl =2 Ve
vl _VNX’ Nx — 2

[O,E]X[O,‘P] aralig1 ayriklagtirilarak x, = Ax(i—l), i=12,..,Nx ve 1, =jAt,
j=12,...., Nt seklinde tanimlansin. Burada Ax = Ni ve At = % strastyla x yoniindeki
X t

uzay adimin1 ve zaman adimini gostermektedir. Nx ve Nt pozitif tam sayilardir. Ayrik

¢oziim v/ :v(x,.,tj) ile, baslangig fonksiyonu 4 =9(x,) ve kaynak terimi

B =h (xl., tj+2) bi¢iminde tanimlanmuistur.

Hesaplamalarda j+2 indeksi mevcut zamani, j+1 bir 6nceki zamani, j adim onceki

zamant ifade etmektedir.

Ters katsay1,

olusturan I'” teriminin sonlu fark semasi,

l—*./‘+2 _ 21‘*./‘+1 _ 41—*,/

F”t —
®) A7

seklindedir. Pay kismindaki integralleri hesaplamak i¢in trapezoidal integrasyon kurali
kullanilir. Denklem (6.32)’nin sayisal ¢oziimiinde, elde edilen lineer denklem sistemi
dogrudan ¢oziim yontemi kullanilarak ¢dziilmiistiir. Onceki zaman adimlarindan bilinen

terimleri igeren sag taraf vektord,
V.=2v" —v/ + AP (a(t)vf+1 +ht )
seklindedir.
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Ornek 6.1.

v, -v, —a(v=e" [2 -5¢ +(6—5t2)cos(2x)],
v(x,0)=1+cos2x, ,0(x,0)=0, x [0, 7]

v(0,¢) =v(r,t), 0,0(0,t) =0 U(r,t), 0<t<¥
I'(7)= %e’z (27r + sin(27z)).

Ters problemin analitik ¢dziimii, {a (1), U(x,t)} = {9t2,(1 + cos(Zx))e’2 } .

Sekil 6.1 (a) hem kesin hem de sayisal olarak hesaplanan ters katsayinin, (b) bu iki ¢6ziim
arasindaki mutlak hatanin ve (c) bu iki ¢6zliim arasindaki bagil hatanin zamana baglh
degisimini gostermektedir. Sekil 6.1(a)’da gorildiigii tizere, kesin ve sayisal olarak
hesaplanan ters katsayilar zamanla artmakta ve birbirine olduk¢a yakin degerler
almaktadir. Bu yakinlik Sekil 6.1(b)’deki mutlak hatanin incelenmesiyle daha net bir
sekilde tespit edilebilir. Sekil 6.1(b)’ye gore, mutlak hata zaman ilerledik¢e artmaktadir;
ancak bu artiglar ¢ok kiigliktiir ve makul smirlar i¢inde kalmaktadir. Sekil 6.1(c)’den,
bagil hatanin ilk asamalarda yaklasik -%3’ten basladigr ve zaman arttikca yaklasik
%0,25’e diistiigii goriilebilir. Bu da analitik olarak hesaplanan ters katsaymin sayisal

olarak hesaplanan ters katsayiya ¢ok yakin oldugunu gostermektedir.

- = = sayisal

kesin

a(t)

O R N WH U O N 0O ©
[%]

000 025 050 075 1.00
t t e t

(a) (b) (©

Sekil 6.1. (a) Ters katsayinin, (b) mutlak hatanin ve (c) bagil hatanin zamana bagh
degisimi
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(b)

Sekil 6.2. (a) Kesin ¢oziim ve (b) sayisal ¢oziim i¢in v degerinin zamana bagli degisimi

Sekil 6.2°de, (a) kesin ¢oziim ve (b) sayisal ¢oziim i¢in v degerinin zamana bagl degisimi
gosterilmektedir. Her iki ¢oziimiin de birbirine oldukg¢a yakin oldugu goriilmektedir. v
degeri, tiim zaman adimlarinda i¢biikey bir yap:1 sergilemektedir. Periyodik sinir kosulu
nedeniyle, ¢oziim alaninin her iki ucundaki degerler birbirine esittir. Baslangig
zamanlarinda i¢ biikeylik daha az belirgin iken, zaman ilerledik¢e bu yapinin derinlestigi
gozlemlenmektedir. I¢ biikeyligin minimum degeri zaman boyunca nispeten sabit
kalirken, i¢ biikeyligin kenar bolgelerindeki degerlerin zamanla arttig1 anlagilmaktadir.
Sekil 6.2°de analitik ve sayisal ¢oziimler arasinda ¢ok az fark oldugu goriilmektedir.
Ancak, iki hesaplama arasindaki farki daha iyi karsilastirmak i¢in Sekil 6.3’te (a) mutlak

hatanin ve (b) bagil hatanin zamana bagli degisimleri gosterilmektedir.

(a) (b)
Sekil 6.3. (a) Mutlak hatanin ve (b) bagil hatanin zamana bagl degisimi
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Mutlak hata zamanla artmakta ve “m” harfi seklini almaktadir. Mutlak hata, periyodik
sinir kosullarina sahip bolgelerde negatif, sinir kosullarinin hemen bitisigindeki
bolgelerde ise pozitiftir. Sekil 6.3(b)’de, bagil hatanin zamanla arttig1 ve alanin ortasinda
yogunlastig1 goriilebilir. Bir saniyelik ¢6ziimde, maksimum bagil hata %1 civarindadir,

bu da analitik ve sayisal ¢dzlimlerin birbirine ¢ok yakin oldugunu gosterir.
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7.TERS KATSAYILI PSEUDO-HiPERBOLIK PROBLEMIN iNCELENMESI

7.1.Coziimiin Bulunmasi

Y >0 olmak iizere, Q2:= {0 <A<m0<y< ‘P} bolgesinde tanimli Denklem (7.1) ile

verilen ters katsayili pseudo-hiperbolik denklem incelenmektedir:
Vg Qo) =8V, Dot) =V, (Ao = a@ V() = Ay, V) (7.1)

Denklem i¢in baslangic kosullar

v(4,0)=39(1),

8, v(Ay) =m(2), 7:2)

periyodik sinir kosullart

v(0,) =v(r,y),

(7.3)
alv(o’ l//) = aiv(ﬂ-’ l,//),

ve ek kosul

()= [v(A.y)d2 (74)

0

ile birlikte ele alinmaktadir. Burada & @ ve I' fonksiyonlari [0,7[] araliginda,

(A, w,v) fonksiyonu Qx {—00,00} iizerinde taniml verilen fonksiyonlardir.

Problem (7.1)—( 7.3)’lin ¢6ziimii Fourier yontemiyle Denklem (7.5) seklinde elde edilir:

W(Ap) = %{9 voy+= [ [ -ol(p.oate) . a,vndpda}

Z[Sm cosgonl//+iwm sinpny/]cos2nﬂ+ (7.5)
£

n=1 n

i(% ]/‘]Esin @, (W —o)cos2np)[v(p,o)a(c)+h(p,o, v)]dpdajcos 2nA+
=1\ T8, 0%
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Z[Sm cCos QW + L @, sin SOnV/J sin2nA +

n=1 n

n=1 noo

Burada

9 () = % [8(1)dz, () = % [@(2)da,

cn

3. ()= % [8(2)cos2nidA, @, (1) = % [@(2)cos2nid2,
0 0

3 (A)= 2 [8(1)sinnida, @,,(2) = 2 [@(2)sinnida,
T 0 T 0

2n

Jlre@n)?

Ek kosul (7.4) ve Denklem (7.5) kullanilarak a(¢) ters katsayz,

") = [ M.y v)dA

L'(y)

a(y) =

elde edilir.
7.2.Coziimiin Varhg

Teorem 7.1.
KI.T'(yw) e C2[0, Y1, a(y) e C0,V¥].

K2. (1) e (0, ], @(A) € ([0, r].
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K3.1 A(A,y,v) fonksiyonu Qx(-o,) bélgesinde siirekli ve asagidaki kosullar

0" h(Aw,v) 8" h(Ay,v)|

saglansin: < s —v|,n=0,2,
¢ A" oA |

burada (A, y)eL, (Q), (A,p)=0.

K3.2 #(A,w,v) e C[0,x], v €]0, v)|<M,

K3.3 jh(z,y/,v) £0, Vy [0, V],
0

K1-K3 kosullar1 saglandiginda, Denklem (7.1)—(7.4)’in ¢6ziimii var ve tektir.

Ispat. Picard ardisik yaklasim yéntemi kullanilarak, Denklem (7.5) ve (7.6) igin ardisik

yaklasimlar asagidaki bigimde olusturulur:

+ 2 T
v () =9, ”UO'//+;”(W_0)[V(N)(p,o-)a(N)(O')+h(,0» o, v d pdo,
00

v () = Zgn cos o,y + Y o5

cn
n=l1 n

. o un 1.7)
> 2 J- I sin @, (y — o) cosup)[v™" (p,c)a™ (o) + i p,o,v")d pdo,

vV () = 219 cosgot//+ 80'//@ +

sn
n=l1 n

) v
> =2 [[sing,(y ~)sin@nplv (p,0)a" (@) + h(p, v pdo,
n=1 7[50” 00

()= [ ARy v*)dA

D ()= 0 : 7.8
a ) T (7.8)

Burada,
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v =9 +ayp,

v =8 cosg, (//+Lw sing v,

n

v =8 cosg, 1/1+Lw sin g, .
%

Teorem geregi v'” (w) € B, €[0,¥] oldugu asikardir.

N =0 i¢in (7.7) ve (7.8) sistemi,

2%%
W) =8 o+ [ [ —o)lv"(p.0)a"(0)+ hp.ov " dpdo,
00

Vo W) = 2[9@, cosso,,wm};ﬂwm}

n

(7.9)
z[— j jsmgo (y — o) cos(2np)[a® (oW (p, o)+ h(p, o, v(o))]dpdoj
v ()= 2(3 cos o,y + wawsnj+
i{— j j sin g, (y —o)sin2np)[v' (p,0)a” (¢) + h(p, o, v(o))]dpdaJ
r"(;//)—fh(z,y/,vw))dz
a" () = ° (7.10)

L'(y)

v
olur. Denklem (7.9) i¢in Ijh( p,0,0)d pdo ifadesi eklenip ¢ikarilirsa ve mutlak degeri
00

alinirsa,

25T
v @ <l +Hawl+ 1= [ [ = 0)a @ (p,0)d pdo] +
00
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2 [ =olip.or ™) (o0, 0l pdol+| = [ [ - )h(p.0.00d pdo].

v
_” inp, (v —o)cosnpW”(p,0)a" (c)d pdo|+
00

n—l (@n n=1 n

0 2 v

> j sin, (y ~ o) cosnp)[i(p.o.v"") = h(p.o.0]d pdo| +

n=1|7C n 00

0 2 v

21— [sing, (v ~0)cos@np)ip..0)d pdo),

n=1 | 7062, 00
|2 2 (T - © ©

s +Z IJSln 0, (w—o)sin2np)v’(p,o)a " (o)dpdo|+

n=1 Son n=l1 ”Son 00

S| [ [sin g, - o)sin@np)(p.0.V") - h(p,o,0d pdo]| +

n=l1 T

NgE

in, (y —0)sin2np)h(p,,0)d pdo

p,,II
I

n=1 n

elde edilir. Sirasiyla Cauchy, Holder, Bessel esitsizlikleri ile Lipschitz kosulu uygulanirsa,

ottt 2 [[lav@n ) dpia

vt sne] o ]
+ 2\/@[?}#(/}, o, O)a’pdaJ2 +

2

{a(°>(a)v<°>(p,a)}2dpda) +

+ 2—+gz

C n cn

S — <
=

2

[H{to.on 0,00} dpda] ,
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2

PR
24 20

5,?(://)\
2 Z(—Jrgj
\/ 24

2 ’Z(ﬁ+8] !;

elde edilir. Son olarak, maksimumu alinirsa,

sn

_(—JrgJ (ﬁhz(p, o, O)a’pa’GJ2

2

{a(o)(a)v(o)(p,a)}zdpdaJ +

SR
S =

1

) 2
({b(p.oW (p.0)f dpdo

SR T

T B A P e

N S 7P s B

/‘P3 Yz
§|‘P|7z+4 — £+g |‘P|7z ||E(/1,l//)||Hv(°)(l//)H+

/\P3 /l}f 7’
§|‘P|7z+4 . £+g |‘P|7z ||h(/1,l//,0)||

elde edilir.

@)+

Denklem (7.10) igin Ih(ﬂ,w,O)dﬂ ifadesi eklenip ¢ikarildiktan ve mutlak deger
0

alindiktan sonra, Cauchy esitsizligi ile Lipschitz kosulu uygulanirsa,

F"@]+x Uﬁzu,w\vwkw\dﬁ]z T [fm,w,(»dﬂ]z

IC(w)|

E

elde edilir. Son olarak, maksimumu alinirsa,

[T @+ N 2P )|+ N [, 0]
[r)l

)
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elde edilir. Teorem kosulundan v () € B.

Timevarim yonteminden N+1.yaklasim i¢in,

)+

+

lgC n

+

I95n

ZU.C n ws n

o] <L 5

72_2 )
> )+ a+g;(

2
;)P—;|‘P|7z+4\/§72T—7|\y|7Z Ha(N)(‘//)HHV(N)(‘//)HJF

2
;P_;|“P|7Z'+4\/§72T—7|\P|7z’ ”E(Z’V/)”HV(N)(V/)H"—
3_72'?'“4\/%2—7 |7 {[n(2.p.0)

D))+ V7 €| @) + N 72, 0)
[F@)l

)

o)<

elde edilir. Teoremden kosullar1 geregi ve v*) () € B oldugundan, ¥ (y)e B dw.

7.3.Ardisik Yaklasimlarin Yakinsakhgi

Ardisik yaklasimlarin yakinsakligini gostermek i¢in ardisik terimler arasindaki farklar ele

alinir:

v

207 2
v W) - ) == [ [d @) —oW(p.0)dpdo+ = [ [ (v ~oVip,0v )d pdo,
00 00

© v
VW) v )= Z(i [ [sing, (v ~o)cos2np)a @ (p, a)dpdo] +
n=1 7[4@

n 00

© v
2[ 2 [ [sin g, — o) cosnp)h( p,a,v(o))dpda],
n 00

n=1

n=1

© v
v @) -V () = Z( 2_[ [sing, W -o)sin(np)a® (@ (p, a)dpda] +
”(@n 00

144



Z(LJ [sin g, ~0)sinnp)h(p,o.v)dp da]
T

n=1 n 00

v
olur. Denklemlere .[ h(p,o,0)dpdo ifadesi eklenip c¢ikarilirsa ve mutlak degeri
0

S =

alinirsa,

W) - )| < ¥

v
2 [[w-0)a @0 (p.0)dpdo
4 00

+

b

%ﬁ(‘/l _G)[h(p, o " ~h(p, 0',0)]dpd0'

v
2 [[w-om(p.0.0dpdo
4 00

_l_

© v
W) <Y % [ [sin g, —o)cos2npn” (5,010 (0)d pdo

n=1 n 00

i iﬁsm o (v-0) cos(znp)[h(p, o N —n(p,0, 0)]dpda +

n=1 no0o0

NgE

b

v
L_”sin 0, (w —o)cos(2np)h(p,o,0)d pdo
”(@n 00

=
Il
—_

) v
W) -|<y é [ [sin g, —)sin@npp (p,0)a" (@) pdo| +

n=1 no0o

2

+

1M

[sin g, —o)sin@np)| 1(p,0,1"") ~1(p,5,0) |dpdo
0

n

T8
= 2
) e

n=1 n

!
I

[sing, (¥ —0)sin2np)h(p,5,0)d pdo
0

elde edilir. Sirasiyla Cauchy, Bessel, Holder esitsizlikleri ile Lipschitz kosulu uygulanirsa

ve maksimumu alinirsa,

R B R e A e E
U% || +4 %[%wj |‘P|n]||1?(/1d//)||HV(°)(!//)H+

145



/\Iﬂ /\P n’
[ §|‘P|7z+4 ;(£+8j|w|n]||h(z,y/,0)||

elde edilir. Bu esitsizlik, teoremde verilen kosullar altinda simirlidir.
K = Hv(l)(l//)_v(o)(l/,)u <o (7.11)

belirlensin. Ters katsay1 i¢in,

a

—j[h(/l,y/,v@)—h(/l,z//,v“)ﬂ di
a® (y)-a" () =—2
L'(y)

mutlak degeri alinarak Cauchy esitsizligi ile Lipschitz kosulu uygulanip maksimumu

alinirsa,

Jz||cp)|| v @) - w)
IC@w)|

elde edilir.

D y)-a" )< (7.12)

Yeniden,

2075 2%
W) - ) ==[[ %@ - (p.0)dpdo += [ [ (v -a)(p,0)d pdo -
00 00

2575 2570
~[[w=0)a" 1" (p.0)dpdo -~ [ [ (v ~o)(p.o.v")d pdo,
00 00

2 9
W) - Wy)=> —

v
jjsin o, (y—o0) cos(2np)v(2) (p, a)a(z) (o)dpdo +
n=1 7780,1 00

sing, (v —o)cos(2np)h(p, o, W )dpdo —

1M
< |
D

O e ] © = |
Sy Oy Oy

sing (v —o)cosRnp)" (p,0)a") (o)d pdo -

[\‘48

;
N
S

sin o, (¥ — o) cos2np)h(p,o."")d pdo,

NgE
[s
Sl )

%
3
3
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o0 v
W) —0) = Y —— [ [sin g, ~o)sinnp)' (p,0)a (0)d pdor +
0

n=1 7[8011

O ey N

sin g, (y —o)sin2np)h(p,o,")d pdo -

[\‘48

N
3

sin o, (y —o)sin2np)(p,0)a" (0)d pdo -

=

[

sin o, (v - 0)sin2np)h(p,0,"")d pdo

i
N
3

Ms 1D

3

|
Ot ¥ 0= ]¥ O3
Sty Oy Oy

v
farki alinsin. '”a(l)(a)v(z)(p,a)dpda ifadesi eklenip ¢ikarilirsa ve mutlak degeri
00

almirsa,

|dP(0)-a" (@) |y~ (p,0)d pdo| +

2
W) - o) <|

SR
S

2 [ -0)[0(p.0) 0" (p.0) | (@) pdo 4
4 0

_I ,

2 T
[ =) hp.c0")~h(p.o.0") |dpdo
7 0

W)l w)|<

0 v —

> 2 j j sin g (v — o) cos(2np) a(z)(J)—a(l)(J)Jv(z)(p, o)d pdo|+
n=1 T n 00 -

ST C ) ) )

> | [sing, v ~o)cos@np) ¥ (p.0) 0" (p.0) |a" (0)d pdo | +
n=1 ”Son 00 -

S r ) (0

2= [ [sing, v ~a)eosnp) p.0.0")= (.00 Jd pdoy

n=l n 00 -

W) w)|<

S - ) W 7,2

Y= smgon(z//—a)sm(znp)[a (0)-a (a)]v (p,0)d pdc|+
n=1 72’-8011 00

S : () ) )

> | [ [sing, (v ~0)sin(2np) 07 (p.0) - (p.0) |a" (0)d pdo|+
n=l n 00
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%4
2 [ [sin 0, - o)sinnp) (.00 ~(p.,0") |dpdo

ﬂ-(@n 00

0
n=1

elde edilir. Sirastyla Cauchy, Bessel, Holder esitsizlikleri ile Lipschitz kosulu uygulanip

maksimumu alinirsa,

[ ) -0 <

Y e a U Zose |l [l ) -a @l ]

: ’ (7.13)
JZ 01m o[22 ote Jarwll=or-vs

3 2
\/gw'“‘l\/% ¥z el @) v W)

elde edilir. Denklem (7.12), Denklem (7.13)’de yerine yazildiginda,

HV(Z)(‘//) _v(l)(v/)H < Di(ﬁ‘{f(p’ 0)“}(1)(0.) _V(o)(a)‘}z dpda]z (7.14)

elde edilir. Denklem (7.11), Denklem (7.14)’de yerine yazildiginda,

["? @)= < ’Z—KU [¢2(p.o)d pda}z (7.15)

elde edilir. Burada,

3 2
A= |2 [P+ 4 E[ﬁ—+6‘}|‘{’
3z

7[9
7\ 24

AN )|V ()|
ICw)|

R

Sonraki iterasyonlar i¢in de ayn1 yontemler uygulanirsa,
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V() ) - @)
[re

, (7.16)

[¢” @) -a? )| <

MWD <ap @)l @) -aP |+

(7.17)
Al @[ )+ Al e - w)

elde edilir. Denklem (7.15) ve (7.16), Denklem (7.17)’de yerine yazildiginda,

IR B [ | Lﬂ(p,a)[j | bz(ppffl)dpldm}dpdaj

elde edilir. Integral igin degisken degistirme ydntemi uygulanirsa,

AK 1 |7 ak
(3) (2) 2

VI () v ()| < —= ( ( (p,cr)dpdaj
e Al

elde edilir. Burada,

ANzl e)|
[r)l

b1 Al

Eger N+1.iterasyona kadar stirekli olarak ayni1 yontemler uygulanirsa,

<1_;K Jl_[&!f (p,a)dpda)} (7.18)

i=1

[ -y

Va0 ) )
[F)l

@) -a )| <

M ve (N)

elde edilir. Sonug olarak, N — oo iken v*"*" -y a™" —a™ olur.
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7.4.Kesin Coziim ile Ardisik Coziimiin Farkin Degerlendirilmesi

Bu boliimde, asagidaki limitin saglandig1 gosterilecektir:
lim vy, 8) = vy, ), lim a™ () = aw).

Oncelikle, ters katsayi i¢in asagidaki fark ele almir:

—]E[h(/i,l//,v)—h(/i,t//,v(N“))Jdl
a(y)-a""(p)=—2 -
)

Denklemin mutlak degeri alimarak Cauchy esitsizligi ile Lipschitz kosulu uygulanip

maksimumu alinirsa,

Vr ()| p ) = o)
[ra

|a)—a )| < (7.19)

elde edilir.

Kesin ve yaklasik ¢oziimlerinin farki alinirsa,

Vo) —ve" " (w) =

2 [[atow ~oWw(p,0)dpdo -2 [ [ @)y -0 (p,0)dpdo +
4 00 4 00

v v
2 [ Jw-omp.ovdpds -2 [ [ -0itp.ow ™ dpdo,
00 00

Vo )=V () = Z(é [[sing, W -o)cosup)atev(p, a)dpdo-J -

n=1

7P

NgE

Isin @, (y —o)cosnpyw" " (p,5)a™*” (a)dpda} +
0

=
I
—_

n

NgE

n

NgE

T

0

v
i“‘sin 0, (W —o)cos(2np)h(p,o, v)dpda} —
72'80 00

T

0

Jsin g,y ~o)cos2np)h(p, a,v“’))dpda}
0

n
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v, W)=V () = Z{ﬁ; [[singp, (¥ —o)sin@2np)a(o)v(p, a)dpdaj—

n=1

NgE

T
3
SIS

sin o, (y —o)sinup)yw ™" (p,o)a™" (a)dpda] +

sin g, (v —o)sin(2np)h(p,o, v)dpda] —

1L

il
N
SN

1[]s
St ¥ 0= ] O %=X
S N O ) N O e

sin o, ( —o)sin(2np)h(p, a,vW))dpdaJ

N
S

v
olur. .[ V¥ (p,o)a(o)dpdo ve ||h(p,o,v"™)dpdo ifadelerini ekleme gikarma
00

S =X
O ey

yapilarak Cauchy, Bessel, Holder esitsizlikleri ile Lipschitz kosulu uygulanip

maksimumu alinirsa,

uvw)—wwwu<[J%|T|n+4 %[%+ej|W|n]||a<w>||uvw><w>—v<wu+

3 2

[Pz +a /; e || a0 @) - awf Iy ]+
3 2

;P—ﬂ|‘1’|ﬂ'+4 /% %+g |7 (lecamv ™ ) -vw)| +
3 2

‘3{’—”|‘I’|7r+4 ’% %h&‘ |‘P|7z ||E(/1,l//)||Hv(N+”(w)—V(N)(l//)H

elde edilir. Denklem (7.18) ve (7.19), Denklem (7.20)’da yerine yazildiginda,

(7.20)

AN+1K 1
ﬁD- JN+1!

1

v v < e +

i=l1

Azl )|
X%

[Alla(V/)II A2+ @) v
elde edilir. Elde edilen esitsizlige (3, +y,+..+,) < n( VYt ) esitsizligi
kullanilarak Gronwall esitsizligi uygulanirsa,
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2

AMK 1 N+l

ﬁD \/m”a’l"//)”

i=1

) -v @)l <2

X

wE il |}
GXp{2{A||a(y/)||+A||£(1,,/,)||+ 7 leca ]« V/)HJ}

[rl

elde edilir. Sonug olarak N — oo iken v\ (y) = v() dur.
7.5.Coziimiin Tekligi

(7.1)~(7.4) probleminin (a,v) ve (g,w) olmak iizere iki farkli ¢dziimiiniin oldugu

varsayilsm. Oncelikle, ters katsayilarm farki ele alinir;

/4

~[[n(Ap.v)=1(2y,w) ]dA

L'(y)

a(y)—qy)=

Denklemin mutlak degeri alinarak Cauchy esitsizligi ile Lipschitz kosulu uygulanip

maksimumu alinirsa,

Vz|tw)||vw) - ww))|
[t

Jaty) - g < (7.21)

elde edilir.
vve w ¢Ozlimlerinin fark: alinirsa,
2570 2070
VW)= ww) == [a(@)w —ow(p.o)dpdo -~ [ [ a(o)y ~o)w(p.0)d pda +
00 00

255 2575
~[[w-o)p.o.mdpdo-=[ [y -o)(p.o.mdpdo,
00 00

2
7§,

v, )=, () = S —— | [sing, (v - o) cosnp)v(p, 0)a()d pdo -
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M

N
N D

sing, (y —o)cos(2np)w(p,o)q(0)d pdo +

=
Il
—_

NgE

N
)

sing (v —o)cos(2np)h(p,o,v)d pdo —

=
i

NgE

N
S

Sl ¥ O ¥ O ¥
Sy Oy Oy

sin p, (y — o) cos(2np)h(p, o, wd pdo,

=
I
—_

T

v, ()=, (1) = Zé [[sing, W -o)sinnon(p,0)a(c)d pdo -

0

[\‘48

N
S

sin @, (y —0)sin(2np)g(c)w(p,0)d pdo +

=
1l
—_

sin g, (v —o)sin(2np)h(p,o,v)d pdo —

=
Il
—_

N
S

l\fs

N
S

Ngb

[
O e R O R O ]
Oy Oy Oy

sin g, (v —o)sin(2np)h(p,o,w)d pdo

=
i

v
olur. J. J.a(a)w(p,a)d pdo ifadesi eklenip ¢ikarildiktan ve mutlak deger
00

alindiktan

sonra, sirastyla Cauchy, Holder ve Bessel esitsizlikleri ile Lipschitz kosulu uygulanip

maksimumu alinirsa,

¥l Y ( 72
||v<w>—w<w>||<[\/; |W|n+4,/;[§+e]|W|n]||a<w>||||v<w>—w<w>||+

la@) = a@)|[w(d. v+

162 w)|||[v () —ww))|

elde edilir. Burada

3 2
A=Y 1z 44 3[”_+gj|\y|n.
3z 7\ 24

Denklem (7.21), Denklem (7.22)’de yerine yazildiginda,
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v () —wy)| <

1

()| [waw)| (45 ; ;
A(||a<w)”+||w>”+@" el '”’"]{I [t apa|

elde edilir.

Elde edilen esitsizligin karesi alinarak Gronwall esitsizligi uygulanirsa,

(A, A,
ol lley

[vy)—ww)| <0-exp[A2 (||a(vx>||+||ﬂ<z, )|+

elde edilir. Sonug olarak v(y)=w(y)ve a(y)=q(y) dir.
7.6.Coziimiin Kararhhg:

Teorem 7.2. Teorem 7.1 kosullar1 saglanirsa, (7.1)—(7.4) probleminin (a,v) ¢Oziimi

9,@ ve I baslangi¢ verilerine gore siirekli bagimlidir.
Ispat. Teorem 7.1in kosullarini saglayan iki veri kiimesi
0={%,o,T}, ©={3,5,T}

olsun. Asagidaki sinirlamalarin saglandig varsayilsin:

[0 = Mis [ @]y, < Mas [Fleage ry <M
ve benzer sekilde
ngu =M, ZU” < M,, c*o.7] <M,

olmak tlizere M,,M,,M; pozitif sabitlerin var oldugu kabul edilsin. Buna bagli olarak

normlar

1O =18ci0.c) @ lcro ., + 1]

O =190, # 1@l +|E

C[0,7] c*[0,7] 20,17
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seklinde tanimlanir. (a,v) Ve((i,V), ® ve O verilerine karsihk gelen (7.1)~(7.4)

problemine ait ¢oziimler olsun. 1k olarak,

r'@)—[h(Ay,v)dA T'p) = [1(dy,v)dA
aw)maly)= W) ) W

katsayisi incelenecektir. Son denkleme I'(y)['() ve F(l//)jh(ﬂ,l//,v)dﬂ ifadelerini
0

eklenip ¢ikarilirsa,

L) (T"w)-T"(w))-T"(w)(T(w) - r(w))

‘O Fo)Tw)
(T -Tw)) [r(A.y,v)dA- r(y/)j (Ay.v)=h(Ay,7))dA
F(V/)F(w)

elde edilir. Mutlak degeri alinir ve sirasiyla Cauchy esitsizligiyle Lipschits kosulu

uygulanirsa,
law) -G < [FolFe)-re)+rwire-To)|
\r(w)r(w)\
v 4 v,V +Hy w)lv—v
ry) - T )N_ 2 (Apv)di | HreNz| [{daply-7) da |
IT@)T ()

elde edilir. Son olarak, maksimumu alinirsa,

_ M, + M _
F”(l//)—F”(V/)H+(M—2)HF(!//)—F(V/)H+
3 (7.23)

_ |
la(w)—a@w)| < "

Jrz

Mllf(ﬂ, wllve) -vw)|

elde edilir.
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v(4,y)-v(Ly)=

(90—90)+(w0 i(( )coszny/+(wgoi”‘)sin2ny/jc082n/1+

2 5

n

) sin 2m,//] sin2nA +

i((lgsn - gm )COS 2ny + @p;ﬁm

n

(l// - O')[Cl(O')V(,O, O-) + h(pa o, V)]dpda -
(v —o)la(o)y(p,0)+h(p,o,v)ldndo +

0 Y
> 2 [[sing, (¥ o) cos@2np)la(ov(p,0) +h(p,o,v)ld de'J cos2nA —
n=1 ﬂ.pn 00

i iﬁ.sin 0,y —o)cos(2np)la(o)v(p,o)+h(p, 0,17)]dpd0Jcos 20l +

n=1 no0o0

> iﬁsmm(w—O')Siﬂ(zn/?)[a(g)v(p,a)+h(p,0,v)]dpa’0'}sin2n}t—

n=1 noo

n=1 noo

i iﬂisin @, (w—o)sin(2np)la(c)v(p,o)+h(p,o, V)]dde'jsin oy

Yukaridaki denkleme a(o)v(p,o) eklenip ¢ikarildiktan sonra mutlak degeri alinirsa,

g —

cn cn

Ve

g —

sn sn

+

“90 _go‘ + |(w0 _250)1/4 +i(

2

)+

+- [ [ -0)a@)[v(p.0)-7(p.c)]dpdol+

V() —v(p)|<

o

P

n=1

o -0

cn cn

NgE

=
LN

f f (v —o)[a(o)—a(o)|v(p,0)d pdo|+

%J.J(l//—J)[h(p,o,v)—h(p,a,V)]dpda ;

N |

v

= j Ismgo (y — o) cos2np)a(a)[v(p,o) -V (p,0)|d pdo|+

NgE
°@

=
Il
—_

NgE

pi | j sin @, (¥ — ) cos(2np)[a(o) —a(0) |5 (p,0)d pda|+
A0

I
—_

v
ﬁ [ [sin @, (v = o)sin@np)[h(p, o)~ h(p,0,7)|d pdo| +
n’” 00

NgE

=
LK
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/8

+

s

sin g, (v —o)sin(2np)a(o) [v(p,0)—V(p,0)|d pdo

=
1l
—_

ol
207 sing, (v —o)sin(2np)[a(c)—-a(o)|v(p,o)d pdo
(@nﬂ 00

i

s

+

=
]
—_

sing, (v —o)sin(2np)[A(p,o,v) - h(p,0,v)]|d pdo

=
L

N
Slo

n

elde edilir. Elde edilen esitsizlige sirasiyla Cauchy, Holder ve Bessel esitsizlikleri ile

Lipschitz kosulu uygulanirsa ve maksimum alinirsa,

-84 ~a@,||¥| & _
”V(!//)-V(l//)”g H 0 OH—I—”;D.O ZD'0||| |+Z(H‘9m_‘9m

’ 2 0

%J’_gzl( ZD.Cn_ﬁC}’l + wsn_ﬁ-sn )+

¥ Y ( r? _

§|‘P|7z+4 /; %Jrg %) 7 {[la()|[vy) - v+ (7.24)
L& Y ( 7 _ _

§|‘P|7z+4 ; Z+g |‘P|7r ||a(t//)—a(l//)||||v(l,l//)||+

Wyl Y (7 _

§|‘P|7r+4 —|55+¢ ¥| 7 (¢ w)||bw) -7 )|

elde edilir. Denklem (7.23), Denklem (7.24)’de yerine yazildiginda,

193‘11 - '§sn

+

)+

Jo- Tl lon-ml1¥ ¢

) -7 ) < ; > (I, 8. +]9. - 3.])+
n=l
72'2 - — — A”\j(l,l//)” =n "
£+g;( o, -0,|t|T, —o, )+ M3 L (W)_F (V/)H_'_

(7.25)
A(M 4T )[F ()| _
E [re)-Tw)|+
Jz4

Akl s

||w,w>||||m,mn]nv(w)—vo//)n

elde edilir. Burada,
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3 2
A= | ||z +4 E[”—+8]|‘P|7z.
3z 7\ 24

Eger

195'}1 - lgC}’l lgsn - l§S}’l

+

)

1 &
|9-3]=31% -]+ X

1 7Z_2 )
—al=2la. —aF P!+ [Z— — —a@ ||\,
fo—o1=L, - ll¥1+ | 2+ 510, -5, o, )
_ A(M+aM ) |[7(2,p) _ AT =
Irr-T= 2 g Al
3 3

olarak alinirsa, burada

M, :max{l,l},
2

2
M, :max{m, ”—+5},

2 \V24

{A(m NTM )] . wn}
M = max > , )
M M,

Jadltzp|[F (.|
M

3

M, = Ala)]+ 42w+

belirlenir ve Denklem (7.25),

V) =yl < M, |9-3|+ M, |@-&|+M,

"(p) ~ )|+ M, () -7

seklinde yazilir. Eger M = max {M M, M 6} olarak kabul edildiginde, son esitsizlik

[vw) =7 < M, |0 -8] + M, |viy) -5 ()|
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olur. (c+d)* <2¢” +2d” esitsizligi uygulanirsa,
— w
[vw) -7 <20 |08 +2M: [ o) -7(o) dpdo
00

olur. Son esitsizlige Gronwall esitsizligi uygulanirsa,
) -7 <207 [0~

elde edilir. Sonug olarak, ® — © iken v(y)=v(y) ve a(y)=a(y) olur.

7.7.Dogrusal Olmayan Problem i¢in Sayisal Coziim

Dogrusal olmayan problemlerin dogrudan c¢oziimiiniin giic olmast nedeniyle, bu

calismada ¢6ziim siirecinden dnce problem dogrusal bir forma indirgenir. Bu amagla

0%\ o\ a2

B _ () (n-1)
P (0 =n(z0"Y), (7.26)
V(2,00=9(2), 8" (2,0)=w(2), z€[0,7] (7.27)
V(0,0 =v" (z,0), 0./ (0,8) = 8" (x,1), 1€[0,¥] (7.28)

problemi igin iteratif bir algoritma  olusturulur. vz, =w"(z,t)  ve

h (z, t, v<"*1>) = 71(z,1) belirleyerek (7.26)-(7.28) problemi

o*w o'w  o'w ~

e &£ o ot a (t) w= h(z,t) (7.29)
w"(z2,00= %z), ow"(2,0)=a(z), z €[0,7] (7.30)
w"(0,6) = w")(z,1), 0.w" (0,8)=0,.w"(z,1), 1€[0,T] (7.31)

dogrusal bir problem olarak ifade edilebilir. Elde edilen (7.29)-(7.31) problemi sayisal

olarak ¢c6zmek amaciyla iki farkli kapali sonlu fark semas1 uygulanmistir:
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WZ/+3 2W;+2 + W1+1
At*
£ [(Wl —2w/7 + wl’:f) (2w’+2 4w/*? 42w/ ) + (w — 2w/ it )]
+ (7.32)
AZ>AL?
w/ = 2w/ .
= il +a(t)wl:’+2 +h]?

ve Denklem (7.29)’in ¢oziimiinde daha yiiksek dogruluk elde edebilmek i¢in,

J+3 j+2 j+l J

2w/T =5w/ T+ Aw/T —w!
A
el (W =2/ + w2 )= (2w — 4w/ 2w )+ (W) = 2w/ )
[( 2)- 2)+ (s Z)L (7.33)
16Az°At?
e e N e SRR
12Az

kullanilmistir. Baslangi¢ ve sinir kosullari [0,7r] X [0,‘}’] bolgesi i¢in

2 1
W W,

1 i
At

w =39,

il VA | J 14
SW, W =Wy, Wy =Wy .

[O,ﬂ]x[O,‘P] aralig1 ayriklastirilarak zl.:Az(i—l), i=12,..,Nz ve i =jAt,

j=12,...., Nt seklinde tanimlansin. Burada Az = Nl ve At = % sirastyla z yoniindeki
z t

uzay adimin1 ve zaman adimini gostermektedir. Nz ve Nt pozitif tam sayilardir. Ayrik

¢oziim  w/ :w(zl.,t j), baslangic fonksiyonu & :19(21.) ve kaynak terimi

n*? =h(zl,t1+2) bi¢iminde tanimlanmistir. Hesaplamalarda j+3 indeksi mevcut

zamani, j+2 bir onceki zamani, j+1 iki adim 6nceki zamani ve j ise li¢ adim Onceki

zamani ifade etmektedir.

Ters katsay1,

- jwzmdz ]awzzdz—]z;z(z,t)dz
a(t)= - R . (7.34)

(1)
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olusturan E” teriminin sonlu fark semasi, Denklem (7.32) i¢in,

F_/+3 _ 21—*_/+3 + I—*j+l
- AP

r(¢)

2

ve Denklem (7.33) i¢in,

) B R i
AP

r'(t)=

(7.35)

(7.36)

seklindedir. Denklem (7.31)’da paydaki integralleri hesaplanmasi i¢in trapezoidal

integrasyon kurali kullanilir. Denklem (7.32) ve (7.33)’nin sayisal ¢oziimiinde, elde

edilen lineer denklem sistemi dogrudan ¢6ziim yontemi kullamlarak ¢oziilmiistiir. Onceki

zaman adimlarindan bilinen terimleri i¢eren sag taraf vektorii, Denklem (7.32) ve (7.33)

icin farkli bicimde elde edilmektedir. Denklem (7.32)’e karsilik gelen sag taraf vektorti,

&
A

V,— :2M),j+2 _M/,—jﬂ"' (zm/:f +4M}ij+2_2w)j+2+m_j:1_2w)ij+l +W.j+1)—

i+l i+l

a(t)w/ A + WA

ve Denklem (7.33)’ye karsilik gelen sag taraf vektorti,

V, = Sw/"2 = aw/" )+ —— (2w Al 2wl bl 2w ) )
16Az

a(t)w/ A + 1w A

seklindedir.

Ornek 7.1.

v, (z,t)—ev_,(z,t)=v_(z,t)—a(t)v(z,t) = h(z,1,v),
v(z,0)=1+cos2z, 9,v(z,0)=0, ze[0,7]

W0,6) =w(,£), 8. w(0,) = 0. W(m,1), 0<t < W

e?

e

r==

[27{ + sin(27z)].
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Burada

Wz t,v) = e {cos 22[[26 (14268 + 42 +82% ) |+ 4—e" |+ 26 (14 268°) - e“} .

Ters problemin analitik ¢6ziimii, {a (t),v(z,t)} = {e”, (1 +cos 22)6‘”2 } )

Sayisal ¢6ziimde z yonii boyunca 640 adet kafes ve zaman adimi1 da 0,0003125 s olarak
belirlenmistir. Sayisal yontemin giivenilirligini gostermek amaciyla, ¢oziimiin agdan
bagimsizlig farkli uzaysal ve zamansal ag boyutlar1 kullanilarak Baglan ve dig. (2025)

tarafindan yapilan ¢alismada ele alinmistir.

20.00 ; 0.50
......... kesin i

16.00 - -~ D32 ] 0.40

-mw DIZ '
12.00 4 0.30

a(t)
.

8.00 P 0.20

0.10

&
»
'
v
-’
-
-

0.00

000 020 040 0.60 0.80 1.00 0.00 020 040 060 080 1.00

€ 000 0.20 040 060 0.80 1.00 §
t

(a) (b) (c)
Sekil 7.1. £ =3 ig¢in (a) ters katsaymnin, (b) mutlak hatanin ve (c) bagil hatanin zamana
bagl degisimi
Belirlenen sayisal Ornege gore, ¢=0 durumunda ters katsay1 bire esittir. Sayisal
¢Oziimlerin dogrulugunu degerlendirmek amaciyla Sekil 7.1(b)’de, her iki sonlu fark
semast i¢cin de mutlak hatalarin zamanla arttigi goézlemlenmektedir. Bagil hata

incelendiginde ise, hatanin zamanla azaldig1 ve 1s aninda her iki say1sal ¢6ziimiin de ayn

bagil hata degerine sahip oldugu goriilmektedir.

Benzer sekilde, dalga denklemi ¢6ziimii v ’nin incelenmesi sirasiyla £€=0 ve £=3
durumlar i¢in gergeklestirilmistir. Sekil 7.2’de € =0 durumu i¢in v degerinin zamana
bagh degisimi; (a) kesin ¢oziim, (b) Denklem (7.32) ve (c¢) Denklem (7.33) igin
gosterilmektedir. Hem kesin hem de sayisal ¢oziimlerde, v degeri Osaninda “U”

seklinde bir profil almakta ve zaman ilerledik¢e bu seklini korumaktadir.
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(b)
Sekil 7.2. £ =0 i¢in v degerinin zamana bagli degisimi: (a) kesin ¢oziim, (b) Denklem
(7.32) ve (c) Denklem (7.33) sayisal ¢oziimleri

Sekil 7.3’te, hem Denklem (7.32) hem de Denklem (7.33) i¢in mutlak hatalarin zamana

bagl degisimi sunulmaktadir. Her iki denklem icin de Os aninda mutlak hata degerleri

hesaplama alaninin tamaminda oldukca kiiciiktlir. Zaman ilerledik¢e, 6zellikle sinir
noktalarinda mutlak hata degerlerinin arttig1 goriilmektedir. Sinir noktalarinda, Denklem
(7.33) semast mutlak hata degerleri daha biiylikken; hesaplama alaninin merkezinde ise

daha az dogru semalar igeren Denklem (7.32) daha biiylik mutlak hatalar iiretmektedir.

(a) (b)

Sekil 7.3. £ =0 i¢in (a) Denklem (7.32) ve (b) Denklem (7.33) mutlak hatasinin zamana
bagl degisimi

Sekil 7.4’te, Denklem (7.32) ve Denklem (7.33) i¢in bagil hata degerleri sunulmaktadir.
Her iki denklem i¢in de baslangi¢ zamanlarinda bagil hata diisiiktiir; ancak zaman
ilerledikge, hesaplama alaninin merkezinde bagil hata artmaya baslamaktadir. Denklem
(7.32) i¢in bagil hata 1saninda yaklasik %5’e ulasirken, Denklem (7.33) icin bu deger
yaklagik %2,5 civarindadir.
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(a) (b)

Sekil 7.4. £=0 i¢in (a) Denklem (7.32) ve (b) Denklem (7.33) bagil hatasinin zamana
bagl degisimi

Sekil 7.5’te, £=3 i¢in v degerinin zamana bagl degisimi (a) analitik ¢oziim, (b)
Denklem (7.32) ve (c¢) Denklem (7.33) icin gosterilmistir. Genel olarak, v degeri
hesaplama bdlgesinin sinir noktalarinda yiiksek olup, periyodik sinir kosulu nedeniyle her
iki smirda da esit degerler almaktadir. Ancak, bdlgenin orta noktasinda v degeri her
zaman igin sifirdir ve bu durum, profilde “U” harfine benzer bir sekil olugsmasina neden
olmaktadir. Zaman ilerledik¢e bu seklin derinligi artmaktadir. Her iki semadan elde edilen

sonugclar, kesin ¢6ziimle oldukg¢a benzerlik gostermektedir.

ZN

(b) (c)

Sekil 7.5. &£€=3 1icin v degerinin zamana bagli degisimi: (a) kesin ¢0Oziim,
(b) Denklem (7.32) ve (c) Denklem (7.33) sayisal ¢oziimleri
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Sekil 7.6’da her iki denklem i¢in de mutlak hatalarin zamana bagli degisimleri
sunulmustur. Baslangicta mutlak hatalar yaklasik sifirken, zamanla artmistir. Hatalar sinir
noktalarinda daha biiyiik, orta noktalarda daha kii¢iik oldugu gézlemlenmistir. Denklem
(7.32) i¢in maksimum bagil hata %8, Denklem (7.33) i¢in %4 tiir.

(a) (b)
Sekil 7.6. ¢ =3 i¢in (a) Denklem (7.32) ve (b) Denklem (7.33) mutlak hatasinin zamana
bagl degisimi:
Sekil 7.7°de bagil hatanin zamana bagli degisimi gdsterilmistir. Bagil hatalarin yalnizca
hesaplama bolgesinin orta kisminda ortaya ¢iktig1r gozlemlenmistir. Zaman ilerledikge

bagil gercek hatalarin da arttig1 goriilmektedir.

(a) (b)

Sekil 7.7. € =3 i¢in (a) Denklem (7.32) ve (b) Denklem (7.33) bagil hatasinin zamana
bagl degisimi
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Sekil 7.8°de, ¢ ’nin ters katsay1 tizerindeki etkisi gosterilmektedir. £ =0 durumunda ters
katsay1 birim degerinde olup ¢ ’nin sifirdan farkli oldugu durumlarda ters katsay1 zamanla
artmaktadir.

20.8

18.8
16.8
14.8

12.8

£108
8.8
6.8
4.8
2.8

0.8
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Sekil 7.8. ¢ degerinin ters katsay1 iizerindeki etkisi (Denklem 7.33)

Sekil 7.9’da, ¢ degerinin v {izerindeki etkisi 0,5s ve 1s anlarinda incelenmistir. Tim
degerlendirilen zamanlarda, Sekil 7.5’te de gosterildigi tizere, v profili “U” bi¢imindedir
ve ¢ degeri arttik¢a sinir noktalarindaki v degerlerinin de artarak “U” seklindeki profilin

derinligi daha belirgin hale gelmektedir.

45.00
—e=0 —e=0.5
40.00 —e=1.0 e=1.5
35.00 £=2.0 —g=25
—e=3.0
30.00
25.00
>
20.00
15.00
10.00
o & %
0.00
0.00 039 079 1.8 1.57 1.96 236 2.75 3.14 0.00 039 079 1.18 1.57 1.96 236 2.75 3.1¢
(a) (b)

Sekil 7.9. ¢ degerinin v ¢oziimii iizerindeki etkisi: (a) #=0,5s ve (b) t=1s
(Denklem 7.33)

Sekil 7.10°da, farkli ¢ degerleri i¢in v degerinin ii¢ boyutlu grafikleri sunulmustur. Sekil

7.10(a)’da, £ =0 oldugundan v degeri zamanla degismemekte, ancak “U” big¢imli bir
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profil sergilemektedir. £#0 oldugu durumlarda ise sinir noktalarindaki v degerleri

zamanla degismeye ve artmaya baslamaktadir.

ol A T 40{] g T~ w011

30 - 30 ~ 0 ) 7
20 201 ~ 20

< < <

(€9)
Sekil 7.10. & degerinin v ¢oziimii lizerindeki etkisi: (a) £€=0; (b) £€=0,5; (¢) €=1;
(d) e=L5(k) e=2; () e=2,5ve(g) €¢=3
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8.HIPERBOLIK VE PSEUDO-HIPERBOLIK
COZUMLERININ ARASINDAKi BAGLANTI

8.1.Analitik Céziimiin Incelenmesi

Bu boliimde, Q := {0 <A<m0<y< ‘P} bolgesinde,
Vo ) =V () = au W (o) = (A v),
v(4,0)=8(4),0,v(4,0) =@ (1),

v(0,y) =v(7,y),0,v(0,y) =0,v(7,y),

4

TW)=[v(Zy)dA

A\~
Vo (A )=V, (.0 =V, (Ly)—aly)V(4y)=nl,y,V),
7(2,0) = %(A),0,7(2,0) = @(),

v(0,y) =v(7,p),0,v(0,y) =0,v(z,y),

V4

T(y)=[7(Ap)dA

0

hiperbolik ve pseudo-hiperbolik problemlerin  ¢6ziimleri

PROBLEMLERIN

(8.1)

(8.2)

(8.2)

(8.4)

(8.5)

(8.6)

(8.7)

(8.8)

arasindaki baglanti

incelenecektir. Burada, &>0 parametre olmak iizere 4, @ ve I' fonksiyonlari [0,72']

araliginda, A(A,y,v) fonksiyonu Qx {—oo, oo} tizerinde taniml1 verilen fonksiyonlardir.

Problem (8.1)-( 8.4)’in ¢oziimii,
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v(A,w) =%£90 +w01//+% [[w-o)[v(p.0)a(0)+h(p, O',V)]dpdaj+

M

=
I

n

&, cosp v+ 1 @, sin gonwj cos2nd +
80

NgE

goi ﬁsin 0,y —o)cos(2np)[v(p,0)a(c) + h(p,o,v)]d pda] cos2ni+  (8.9)
nﬂ- 00

NgE

&, cosp y+ me sin pnt) sin2nA +
£

n

=
1l
—_

M

=
i

v
2 “.sin 0, (y —o)sin(2np) [V(p, o)a(o)+h(p,o, v)] dde'} sin2nA,
(@nﬂ' 00

I(w) —J.h(/l,w,v) d

L'(y)

a(y) = : (8.10)

Problem (7.5)-(7.8)’in ¢dziimii,

7(Ap,€)= %(90 + @y +% j j v - o)V (p,0,&)a(o)+h(p, a,v)]dpdaJ +

NgE

I
—_

n

3, cosp v+ _L @, sin g&yj cos2nid +

NgE
‘l\)

DI

T]ﬁsin 0,y —o)cosnp)[v(p,o,¢)a(o)+h(p,o, V)]dpda] cos2nl+ (8.11)
4 00

n

NgE

_ 1 .= .
&, cosp y+—w, sin gont//J sin2nA +

n
j‘
72.0

NgE
‘N

D

S

sin @, (v —o)sin(2np)[v™" (p,o,)a(o) +h(p,o, V)]dpdr] sin2nA,

n

E'(p)= [y 7)dA

a(y)= 0 8.12
a(y) ) (8.12)

elde edilmistir. Burada,

169



9,(A) = %jg(z)da, @, (A) = %Tm(i)di,

cn

3. (1) = % [8(2)cos2nidA, @, (2) = % [@(2)cos2nida,
0 0

3 (1) = % j HA)sin2nAdA, @, (1) = % j @(A)sin2nAdA,
0 0

_ 2n

@n :21’1, 8On - -
J1+&(2n)’

Teorem 8.1.
Kl1. I'(y) e C°[0, V], a(y) € C[0,¥] ve I'(y) #0.
K2. 8(1) e (10, ], w(A) € C]0, ].

K3.1 A(A,w,v) fonksiyonu Qx(—oo,oo) bolgesinde siirekli ve asagidaki kosullar

0" Ay, v) 3" h(Ay, V)|

saglansin: <l Aw)|lv-v|,n=0,2,
s oA o | vl

burada ((A,y) e L,(Q), (A,y)=0.

K3.2 (4,p,v) e C[0, 7],y €[0,¥],|(A,p,v)|< M,

K3.3 [n(Ay,v)dA =0,y €[0, V],
0

kosullar1 saglanirsa lin& v(A,w,e)=v(4,y) d.

Ispat. Ters katsay1 (8.10) ve (8.12) farki alinirsa,

aw)-a(y) = ﬁ(ﬁ"(w - hu,w,mdﬂ] —ﬁ(mz) ~[rv. v)dz]
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olur. Son denkleme ekleme ¢ikarma iglemi yapilirsa,

ay)-a(y) =m(nw)[f"(w)—r"(w>]—r"(w> [T -Tw)))

1 (r(w) [[1y, 7) = (Ap, )] dA-[ T -T@) ] [r( Ay, ij

L)' (w)

elde edilir. Mutlak degeri alinip ardindan sirastyla Cauchy esitsizligi, Lipschitz kosulu ve

maksimumu alinirsa,

|law)—a(y)| < Jz[rw)||eaw)|[7 () - viv))|

1
[Fw)|Ire)l
IC@)||T" ) ~T)|+(

(8.13)

1 ) _ 4
ol (W)”( L")+ M)[Tw)-Tw)|)

elde edilir.

Cozliim (8.9) ve (8.11) fark alinsin;

V(Ay.6)-v(Ay)=- L J] (w—a)[a(a>v‘(p,a,a)+h<p,a,9)]dpdaj—

1(2%7
5[ [Jw-o)la@W(p.0)+h(p.o.v)] dpda]
00

Z 3, cosp v+ _L @, sin @nlr//j cos2nA +

n=1 Son

0 &
> = j j sin, (v — o) cosRup)[a(c) (p,c, &)+ h(p,o,v)ldpdo |cos2ni -
n=1 pn 00
z 4, cosp v+ ! @, sin gonl//j cos2nl +

n=1 n

0 v
> —'”sm ©,(y —o)cos(2np)|a(oW(p,0)+(p,o,v)|dpdo |cos2ni+
n=1 7[80" 00
z 3, cosp v+ _1 @, sin SEHWJ sin2nA +

n=1 n

0 v
Z sing, (v —o)sin(2np)[a(o)v(p,o0,¢)+h(p,o, V)]dpdaj sin2nA —
n=1\ 7T n 00
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z (SM cosp,y + 1 @, sin gonl//j sin2nA +
§

n

i[—“.smgo (7 0)s1n(2n,0)[a(a)v(p, o)+h(p,o, v)]dpdajsm2n,1,

=1 nOO

Ekleme ¢ikarma yapilarak mutlak degeri alinirsa,

P.0) vy < %{

% [ [ -o)a(o) a7 (p.0.6)d pdo ]+
1(12%7F _
5 ;_”(n//—J)a(a)[v(p,a,g)—v(p,a)]dde'

}
}

(sin@uy _sin AN
0, £,

VN

N | —

[%-”(y/—a)[h(p,O',V)—h(p,a,v)]dpa’a

o0

i 9. -39 |lcosgp,w—cosgp, !//|+z

=1 n=1

cn

=

V4

2 [sin, - ) cos@np)[a(o) - (@) (.02 p

0

do+

[Ms

=
1l
—_

T

2 [sin g, (v ~)cos@np)lF(p..6) ~v(p.0)a(@)dp

0

do +

NgE

T

2 _[ a(o)Ww(p,o,&)cos2npdp
T

0

5= 3]~ |-

s
St ¥ 0= o«

lsing, (v —o)—sing, (y —o)|do +

=
Il
—_

| —

do+

M

:s||H

S =%

2 [sin g, (y —0)cos2np)a(@)7(p,0,)d p
T 0

=

Il

—_
=

do +

NgE

sing, (y —o)cos(2np)[h(p,o,v)=h(p,o,v)ldp

s
NN NN
Oty Oy

S| |-

Ot ¥ o=

n(p,o,V)cos2npdp|lsing, (v —o)—sing,(y —o)|do +

=
Il
—_

| —

do +

[Ms

:@||H

Sl

SHES

[sin 9, — o) cos@np)i(p.0.7)d p
0

=

Il

—_
=

do +

NgE

sing, (y —o)sin(2np)la(o)—a(o)V(p,o,&)dp

NN NN

Oty Oy

do+

s

s|- |-

S o=

sing, (y —o)sin(2np)[v(p,o,&)-v(p,o)la(c)d p

=
Il
—_
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a(o)(p,o,&)sin2npdp |sin @, (y—o)—singp, (v - a)|d0 +

O e §

°@|_ 3o

S N

|-

do+

M

:@||H

S

z]Esmp (y —o)sin(2np)a(o) (p,o0,&)dp
T 0

=
1l
—_

do +

NgE

M
S| 3 |-

% Jsin @, ~o)sin@np)h(p,.7) - (.0l p

[sin ,(y — o) —sing, (y —o)|do +

Ot o=

gj-h(p,a,ﬁ)sin%pdp
T 0

=
1l
—_

EJ‘sin @, (v —o)sin(2np)h(p,o,v)dp|do
7 0

MS
:®||H

=
I

ot—

s |-

elde edilir. ko ve w (OSGS(//S‘P) icin (&),

1

sm@w smp 1//|<IB
=72

ifadeleri & — 0 iken sinirlhidir (Halilov ve dig., 2015). Bu ifadeleri f(¢) ile belirleyerek,

}

L< e

n n

< ﬂ} (8)9

n

(v, 8)—vp)| < fle)+ %[

%JJ(‘//_O')[C_l(o')—a(G)]V(p,G,E)dde
_”(Vf o)a(o)|[V(p,o,€) - v(p,a)]dpdo-J

2 [sin, v —0) cos2np) (o) ~alo ) (p. )l

| =
/—_\

O ]
O e

(v —o)[h(p,o.V)—h(p,o.v)|dpdo]| |+

| =
/—_\\
SRS

do+

s

I
—_

do+

[Ms

2 [sinp,( ~0)cos(2up)a@)7(p,. ) V(p.0)dp

=
i

do+

NgE

2 [sin g,y - o) cos2np)li(p,0.7) £ (p.ov)ldp

do +

NgE

= S|- 3|= 3= I|-

2 [sin, (v —0)sinCnp)a(e) - a(o )7 (p.7,6)dp

I
—_

do+

M

=
i

¥ 0¥ 0T o= T o= X

2 [sin g,y ~0)sinCup)a(@)7(p,0.)-(p.0)dp
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14

Z ! J. 2 I sing, (v —o)sin(2np)[h(p,o,V)—h(p,0,v)]dp
n=l1 pn 0 4 0

do

elde edilir. Cauchy, Holder, Bessel ve Lipschitz esitsizlikleri sirasiyla uygulanirsa

W (w,e)—vy)| <

p? ¥ [z’ _ _
ﬁ’(g)+(7z|‘l’| g+47Z'|\P|\/;1/722-—4+6‘]”61(!//)—a(l//)||||v(/1,l//,8)”+
g3 N _ (8.15)
[nm g+47z|‘P|\/;‘/%Jrg]”a(l//)””v(l//,g)—V(l//)||+
p? ¥ [z’ _
[7[|‘P| g+47r|‘P|\/;,/%+5J||b(/1,y/)||||v(t//,g)—v(l//)||

elde edilir. Burada

Denklem (8.13), Denklem (8.15)’e yazilirsa,

V(w,e)-vy)| < Ble)+
Jalrw. o)l ta.p)
[Fan

Alants Jlroer-v-

(

T'(p)||+M)|Fw)-Tw)|
IF@)|[Ew)

|Hf"<w>—r"(uf>u

Sl 7

+A|v(y,e)|

elde edilir. Burada

3 2
A=z|¥| ?—+4;z|\11|\/z/%+g.
T T

||l: "(w)-T ”(W)” < B, ve ||l:(t//)—l"(t//)|| < B, oldugu kabul edilirse, sinirl ifadeleri o(¢)

olarak belirlenebilir ve
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Jalrw. eyl
T

[7(w.&)—vy)| <o(e)+ A(Ila(t//)ll +[ecaw)]+ JIIV v, &) —vy)|

olur. Son denkleme (a+b)’ <2a” +2b> esitsizligi ve Gronwall esitsizligi uygulanirsa,

7w, e)—vy)| <20(e)+e (8.16)
elde edilir. Burada

Jalrw o)l

S =Ja@)l+[ecaw)]+
[T

Bu, lin(}17(t//,g):v(t//) “dir. Sonug olarak, £ —>0 iken Teorem 8.1 kosullar1 altinda

Denklem (8.11)’in ¢dziimii, Denklem (8.9)’in ¢6zlimiine yakinsar.
8.2.Sayisal Coziimiin Incelenmesi

Boliim 7.7°de ayrintili olarak incelenen denklem, bu boliimde yeniden ele alinmaktadir.
Bu boliimdeki amag, ayni1 denklemi farkli bir 6rnek problem {izerinde degerlendirerek &
parametresinin sayisal ¢6ziim {lizerindeki etkisini ortaya koymaktir. Baglangi¢ ve smir

kosullar1 ile dogrusallastirma stireci, Bolim 7.7°de verildigi sekilde alinmistir:

2. (n) 4 (n) 2. (n)
ov o'v ov (n) :h(Z,l,V(n_l)), (817)

—& — — 18)1%
7 forar o2 40

Denklem (8.17) i¢in kapal1 sonlu fark semasi,

1 ‘
P(M}ij+3 2wj+2+wj+1)
t

Tt =2 )~ (nt7 bt 203 (=2 o) o 19

1

—(w’+3 2w’+3 +w’+3)+a(t)w/+2 + R
A22 i i

i+1

kullanilmastir.

Ters katsay1,
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V4 T

r"(z)- sjuzmdz —J.uzzdz —jf};z(z,t)dz

a(t) = ° F(ot)

(8.19)

olusturan I'” teriminin sonlu fark semasi,

1—*_/+3 _ 21—~j+3 + I—wj+l
- A

r(¢)

seklindedir. Denklem (8.19)’de payda yer alan integrallerin hesaplanmasi ig¢in trapez
kurali kullanilmigtir. Bilinmeyen zaman seviyesine gore yeniden diizenlenen Denklem

(8.18), asagidaki bigimde elde edilir:

e  AC) s e A s [ & AP s
o Ax2+Ax2 u_; + 1+ Ax2+Ax2 u; - E—sz Uiy =

) ) & ) ) : & ) ) ) ) ) )
_ Jj+2 J+l Jj+2 Jj+2 Jj+2 Jj+l J+l J+l J+2, j+2 Jj+2
=2u!"" —u; ——(u. =2u!”" +u [+1)+—(ul. L= 2u!T )+a u "+ .

Elde edilen lineer denklem sistemi dogrudan ¢6ziim yontemi kullanilarak ¢ozlilmiistiir.

Onceki zaman adimlarmdan bilinen terimleri igeren sag taraf vektorii,

&
2

V[ _ 2‘/‘)/42 _M/ijJrl + (214/1/:;2 +4M/[j+2 _2‘4)[/;;2 +M}lj:1 _2‘/‘)[/41 +W.j+1)—

i+1

a(t)w/ AR + 1 AP
seklindedir.

Ornek 8.1.
v, (z,t)—ev_, (z,t)—v_(z,t)—a(t)v(z,t) = h(z,t,v),

v(z,0)=1+sin2z, z€[0,7]
Gtv(z,O) =0,ze [O,ﬂ']

v(0,t)=v(m,t), 0<t <Y
0.v(0,6) =0 v(r,t), 0<t <Y
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I'(t) = me™ .
Burada

h(z,t,v)=

¢ [ (1+5in22)(26 +4£°F) + 4gsin 22(26 +46°1) + 4sin 2z | - € (1+sin 22).
Ters problemin analitik ¢6ziimii, {a (t) , v(z, l)} = {e”z , (l +sin 22)6”2 } )

Sekil 8.1°de, farkli ¢ degerleri icin ters katsaymnin zamana bagli degisimi
gosterilmektedir. Belirlenen sayisal 6rnege gore, £ =0 durumunda ters katsaymin birim
degerde kaldig1 ve zamanla herhangi bir degisim gostermedigi goriilmektedir. Buna
karsilik, £#0 oldugu durumlarda ters katsayinin zamanla artis egilimi sergiledigi
anlasilmaktadir. Ayrica, ¢ degeri arttikca ters katsayinin biiyiime hizinin da arttigi

gbzlemlenmektedir.

20.0

1754 — &=10

15.0 1 — &=2.5

10.0

7.5

5.0

0.0 0.2 04 0.6 0.8 10

Sekil 8.1. ¢ degerinin ters katsayi tizerindeki etkisi

Sekil 8.2°de, farkli ¢ degerleri i¢cin v degerinin ii¢ boyutlu grafikleri sunulmustur. &
degerleri sirastyla (a) £=0; (b) €=0,5; (c) ¢=1; (d) e=L5; (e) e=2; (f) e=2,5ve
(g) €=3 olarak alinmistir. £ =0 durumunda v ¢6zlimii zamanla degismezken, & 'nin
artmastyla birlikte ¢6ziimiin zamana bagli degistigi ve Ozellikle sinir noktalarindaki
genligin arttifn1 goriilmektedir. ¢ degerinin artisi, dalga benzeri bigimli profilin

derinliginin daha belirgin hale gelmesine neden olmaktadir.
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< e
omNwa VO

(2

Sekil 8.2. ¢ degerinin v ¢oziimii lizerindeki etkisi: (a) £=0; (b) £=0,5; (c) €=1;
(d) e=15() =2, (f) €¢=2,5ve(g) €¢=3
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9.SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismada, dogrusal olmayan hiperbolik ve pseudo-hiperbolik denklemler i¢in zamana
baglh katsayilarin belirlendigi ters problemler, teorik ve sayisal olarak incelenmistir.
Periyodik sinir kosullar1 altinda, Fourier yontemi kullanilarak ters katsayili problemlerin
analitik ¢oziimleri elde edilmistir. Ters katsaymin belirlenebilmesi amaciyla tanimlanan
ek kosul yardimiyla katsayilar bulunmustur. Ele alinan problemlere ait ¢oziimlerinin
varligi, yakinsakligi tekligi ve kararliligi kanitlanmistir. Sonlu farklar yontemi ile yapilan
sayisal hesaplamalar, analitik ¢6ziimlerle karsilastirilmis ve kullanilan sonlu fark
semalarin analitik ¢ézlimlere yakin sonuclar verdigi gdzlemlenmistir. Pseudo-hiperbolik

ve hiperbolik denklemlerin ¢dziimleri arasindaki baglantilar1 gosterilmistir.

Gelecekte yapilacak caligmalarda, ele alinan problemlerin farkli sinir kosullar1 altinda
incelenmesi, daha yiiksek boyutlu problemlere genisletilmesi ve kesirli mertebeden
tiirevler igeren denklemler i¢in katsay1 belirleme ¢aligmalar yiiriitiilebilir. Ayrica, sayisal
¢oziimi i¢in sonlu elemanlar yontemi gibi alternatif sayisal yontemlerin kullanilmas: da

arastirilabilir.
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