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ETĠK BEYAN VE ARAġTIRMA FONU DESTEĞĠ 

Kocaeli Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü tez yazım kurallarına uygun olarak 

hazırladığım bu tez/proje çalıĢmasında, 

 

- Bu tezin/projenin bana ait, özgün bir çalıĢma olduğunu, 

- ÇalıĢmamın hazırlık, veri toplama, analiz ve bilgilerin sunumu olmak üzere tüm 

 aĢamalarında bilimsel etik ilke ve kurallara uygun davrandığımı, 

- Bu çalıĢma kapsamında elde edilen tüm veri ve bilgiler için kaynak gösterdiğimi 

           ve bu kaynaklara kaynakçada yer verdiğimi, 

- Bu çalıĢmanın Kocaeli Üniversitesi‟nin abone olduğu intihal yazılım programı 

 kullanılarak Fen Bilimleri Enstitüsü'nün belirlemiĢ olduğu ölçütlere uygun 

           olduğunu, 

- Kullanılan verilerde herhangi bir tahrifat yapmadığımı, 

- Tezin/Projenin herhangi bir bölümünü bu üniversite veya baĢka bir üniversitede 

 baĢka bir tez/proje çalıĢması olarak sunmadığımı, 

beyan ederim. 

 

    Bu tez/proje çalıĢmasının herhangi bir aĢaması hiçbir kurum/kuruluĢ tarafından 

maddi/alt yapı desteği ile desteklenmemiĢtir. 

 

 Bu tez/proje çalıĢması kapsamında üretilen veri ve bilgiler 

............................................ tarafından ............................................ no‟lu proje 

kapsamında maddi/alt yapı desteği alınarak gerçekleĢtirilmiĢtir. 

 

Herhangi bir zamanda, çalıĢmamla ilgili yaptığım bu beyana aykırı bir durumun 

saptanması durumunda, ortaya çıkacak tüm ahlaki ve hukuki sonuçları kabul ettiğimi 

bildiririm.  
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YAYIMLAMA VE FĠKRĠ MÜLKĠYET HAKLARI 

Fen Bilimleri Enstitüsü tarafından onaylanan lisansüstü tezimin/projemin tamamını 

veya herhangi bir kısmını, basılı ve elektronik formatta arĢivleme ve aĢağıda belirtilen 

koĢullarla kullanıma açma izninin Kocaeli Üniversitesine verdiğimi beyan ederim. Bu 

izinle Üniversiteye verilen kullanım hakları dıĢındaki tüm fikri mülkiyet haklarım bende 

kalacak, tezimin/projemin tamamının ya da bir bölümünün gelecekteki çalıĢmalarda 

(makale, kitap, lisans ve patent vb.) kullanımı bana ait olacaktır. 

Tezin/projenin kendi özgün çalıĢmam olduğunu, baĢkalarının haklarını ihlal etmediğimi 

ve tezimin/projenin tek yetkili sahibi olduğumu beyan ve taahhüt ederim. Tezimde yer 

alan telif hakkı bulunan ve sahiplerinden yazılı izin alınarak kullanılması zorunlu 

metinlerin yazılı izin alarak kullandığımı ve istenildiğinde suretlerini Üniversiteye 

teslim etmeyi taahhüt ederim. 

Yükseköğretim kurulu tarafından yayınlanan “Lisansüstü Tezlerin Elektronik 

Ortamda Toplanması, Düzenlenmesi ve EriĢime Açılmasına ĠliĢkin Yönerge” 

kapsamında tezim aĢağıda belirtilen koĢullar haricinde YÖK Ulusal Tez Merkezi/ 

Kocaeli Üniversitesi Kütüphaneleri Açık EriĢim Sisteminde eriĢime açılır. 

 

  Enstitü yönetim kurulu kararı ile tezimin/projemin eriĢime açılması mezuniyet 

tarihinden itibaren 2 yıl ertelenmiĢtir. 

  Enstitü yönetim kurulu gerekçeli kararı ile tezimin/projemin eriĢime açılması 

mezuniyet tarihinden itibaren 6 ay ertelenmiĢtir. 

    Tezim/projem ile ilgili gizlilik kararı verilmemiĢtir. 
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ÖNSÖZ VE TEġEKKÜR 

Bu tez çalıĢmasında, sezgisel bulanık metrik benzeri uzaylar ve sabit nokta teoremleri 

tanımlanmıĢ olup bu uzaylarda yakınsaklık ve tamlık gibi temel özellikler incelenmiĢtir. 

Elde edilen bu yeni yapı üzerinde Banach sabit nokta teoreminin sonuçları sunulmuĢ ve 

(Alfa, Beta) daralma dönüĢümü tanımlanmıĢtır. 

 

Yüksek lisans eğitimim boyunca bana gösterdiği destek ve yönlendirmeler ile beni her 

zaman cesaretlendiren, çağdaĢ, yenilikçi ve disiplinli çalıĢma prensipleri ile benim için 

gerçek bir örnek olan, hem akademik hem de etik değerleri ile çok Ģey öğrendiğim 

saygıdeğer danıĢmanım Doç. Dr. Banu PAZAR VAROL‟a sonsuz teĢekkürlerimi ve 

saygılarımı sunarım. 

 

Bu tezin konusuyla ilgili olarak Letonya Üniversitesinde stajyer öğrenci olarak birlikte 

araĢtırma yapma fırsatına sahip olduğum, deneyim ve tecrübeleri ile akademik 

çalıĢmalarıma sağladığı katkının yanı sıra gösterdiği nezaket ve samimiyet için sayın 

Prof. Dr. Alexander SHOSTAK'a teĢekkür ederim. 

 

Hayatım boyunca her zaman benden desteğini hiç esirgemeyen, bana cesaret ve güç 

veren, en zor ve en güzel anlarımda her zaman yanımda olan sevgili ailem; annem, 

babam ve kardeĢime sonsuz teĢekkürlerimi sunarım. 
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SEZGĠSEL BULANIK METRĠK BENZERĠ UZAYLAR VE SABĠT NOKTA 

TEOREMLERĠ 

 

ÖZET 

Altı bölümden oluĢan bu tez, sezgisel bulanık metrik benzeri uzayları tanıtmayı ve elde 

edilen yeni sonuçları sunmayı amaçlamaktadır. 

 

GiriĢ bölümünde tez boyunca kullanılan metrik türleri, bulanık mantığın tarihsel 

geliĢimi, bulanık ve sezgisel bulanık kümeler, sabit nokta teorisi gibi temel kavramlar 

hakkında bilgilere ve açıklamalara yer verilmiĢtir.  

 

Ġkinci bölümde tezin ilerleyen kısımlarında ele alınan kavramlara temel teĢkil eden 

matematiksel tanım, teorem ve özellikler üzerinde durulmuĢ, çeĢitli örneklerle daha iyi 

anlaĢılması hedeflenmiĢtir. 

 

Üçüncü bölümde Harandi (2012) ile Hosseini ve Fosner (2019) tarafından tanımlanan 

metrik benzeri uzaylar tanıtılmıĢ ve bu uzayların yapısal özellikleri incelenerek elde 

edilen yeni sonuçlar sunulmuĢtur. 

 

Dördüncü bölümde Shukla ve Abbas (2014) tarafından sunulan bulanık metrik benzeri 

uzaylar kavramı ve sabit nokta teoremleri verilmiĢtir. 

 

BeĢinci bölümde Shukla ve Abbas (2014) tarafından sunulan bulanık metrik benzeri 

uzayların bir genelleĢtirilmesi olarak sezgisel bulanık metrik benzeri uzaylar kavramı 

tanıtılmıĢ ve bu uzaylardaki sabit nokta teoremleri incelenmiĢtir. Elde edilen sonuçlar 

ayrıntılı olarak açıklanmıĢ ve çeĢitli örnekler verilmiĢtir. Ayrıca sezgisel bulanık metrik 

benzeri uzaylarda (Alfa, Beta) daralma dönüĢümü tanımlanmıĢ ve bu yeni yapı 

içerisinde 1-M Cauchy dizileri ve 1-M tam uzayların özellikleri sunulmuĢtur. ÇeĢitli 

görseller ile kavramlar arası iliĢkiler özetlenmiĢtir.  

 

Sonuç ve öneriler bölümünde çalıĢmanın ana ifadeleri özetlenmiĢ ve gelecekteki 

araĢtırmalara sağlayabileceği katkılardan bahsedilmiĢtir. Bu tezde kullanılan tüm 

bilimsel yayınlar kaynaklar bölümünde listelenmiĢtir. 

 

Anahtar Kelimeler: (Alfa, Beta) Daralma DönüĢümü, 1-M Tamlık, Metrik Benzeri 

Uzaylar, Sabit Nokta Teoremleri, Sezgisel Bulanık Metrik Benzeri Uzaylar.   
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INTUITIONISTIC FUZZY METRIC LIKE SPACES AND FIXED POINT 

THEOREMS 

 

ABSTRACT  

This thesis consists of six chapters and it is aimed to introduce intuitionistic fuzzy 

metric like spaces and present the new results obtained. 

 

In the introduction section, there are explanations about some basic concepts which are 

used throughout the thesis, such as sorts of metrics, the historical development of fuzzy 

logic, fuzzy and intuitionistic fuzzy sets and fixed point theory based on existing 

literature sources that are given. 

 

The second section elaborates on the mathematical definitions, theorems, and properties 

that serve as the foundation for the concepts discussed further in the thesis, aiming for a 

better understanding through various examples. 

 

The third section introduces metric like spaces established by Harandi (2012) and 

Hosseini and Fosner (2019) and presents the properties of the structure of these space's 

new results obtained by examining them. 

 

The fourth section presents the concept of fuzzy metric like spaces and fixed point 

theorems in these spaces defined by Shukla and Abbas (2014). 

 

In the fifth section, the concept of intuitionistic fuzzy metric like spaces as a 

generalization of the fuzzy metric like spaces presented by Shukla and Abbas (2014) is 

introduced, and the fixed point theorems in these spaces are studied. The established 

results are explained in detail and given examples. Besides, the (Alpha, Beta) 

contraction mapping in intuitionistic fuzzy metric like spaces is defined and 1-M 

Cauchy sequences in these new settings and the properties of 1-M complete spaces are 

presented. The relationships between concepts are summarized with various visuals. 

 

In the results and recommendations section, the main statements of the study are 

summarized and its contributions to future research are mentioned. All scientific 

publications used in this thesis are listed in the references section. 

 

Keywords: (Alpha, Beta) Contraction Mapping, 1-M Completeness, Metric Like 

Spaces, Fixed Point Theorems, Intuitionistic Fuzzy Metric Like Spaces.  
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1.GĠRĠġ 

Metrik kavramı matematikte oldukça önemli bir yere sahiptir. Klasik kümeler üzerinde 

tanımlanan metrik fonksiyonu ile elde edilen metrik uzaylar, analizde bilinen birçok 

önemli özelliğin herhangi bir uzaya nasıl aktarılacağı konusunda yol gösterici olmuĢtur. 

Matematiğin önemli bir alt dalı olan topoloji içerisinde de pek çok önemli tanım ve 

teorem metrik uzaylardan elde edilmiĢtir. Somut bir anlatım ile metrik fonksiyonu 

günlük hayatta iki nesne veya herhangi iki nokta arasındaki uzaklığı ölçmeyi sağlayan 

bir ölçü aracı olarak düĢünülebilir. Matematiksel olarak ise boĢtan farklı herhangi bir 

küme üzerinde tanımlanan metrik fonksiyonu, kümeye ait nesnelerin veya noktaların 

arasındaki uzaklığı ölçmenin soyut bir aracıdır. Burada seçilen kümenin özelliklerine 

göre üzerinde tanımlanan metriğin kuralının da değiĢiklik göstermesi beklenir. Bu 

nedenle herhangi bir küme üzerinde tanımlanan herhangi bir fonksiyon (dönüĢüm) bir 

metriktir ve bir metrik uzay üretir demek doğru bir yaklaĢım olmayacaktır. Metrik 

dönüĢümü aksiyomlar adı verilen belirli özellikleri sağladıktan sonra metrik fonksiyonu 

olabilmekte ve üzerinde tanımlandığı küme ile birlikte matematiksel olarak bir uzay 

olma özelliği göstermektedir. Bu kısıtlılıklar ve problemlerdeki çeĢitlilikler yeni metrik 

fonksiyonu tanımlarını ve farklı uzay yapılarını da beraberinde getirmiĢtir. Bu nedenle 

güncel kaynaklarda pek çok farklı metrik fonksiyonu tanımları mevcuttur. Klasik metrik 

tanımında yer alan bazı aksiyomların güçlendirilmesi, bazı özelliklerin zayıflatılması 

veya bazı özelliklere yeni koĢulların eklenmesi gibi çeĢitli modifikasyonlar yapılarak 

yeni metrik tanımları ve üzerinde tanımladığı kümeye bağımlı olarak yeni yapılar elde 

edilmiĢtir. Bu geliĢmeler hem matematik hem de uygulamalı bilimlerde problemlere 

farklı çözüm yaklaĢımları sunmuĢ ve aynı zamanda yeni soruları da beraberinde 

getirerek yeni çalıĢma alanlarının doğmasına destekleyici etkiler yapmıĢtır. Örneğin 

klasik metrik tanımında yer alan üçgen eĢitsizliğinin esnetilmesi ile elde edilen b-metrik 

uzaylar (quasimetrik uzaylar) Bakhtin (1989) ve Czerwik (1993) tarafından literatüre 

kazandırılmıĢtır. Benzer Ģekilde bir noktanın kendisine uzaklığının sıfır olmayabileceği 

özel bir dönüĢüm olan kısmi metrik Mathews (1994), kısmi metrik uzaylar tanımına 

negatif mesafenin eklenmesi ile elde edilen dualistik kısmi metrik uzaylar da O‟Neill 

(1996) tarafından yapılmıĢ olan metrik uzayların kaynaklarda yer alan farklı 

genelleĢtirmeleridir.  
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Klasik kümeler üzerindeki metrik çalıĢmaları halen önemini ve varlığını sürdürürken, 

her daim geliĢmeye devam eden matematik bilimi içerisinde matematiğin önemli bir alt 

dalı olan mantık kavramı da matematikçiler tarafından çalıĢılmaya ve ilgi görmeye 

devam etmiĢtir. George Boole (1847) yayınlamıĢ olduğu „Matematiksel Analiz Mantığı‟ 

adlı eserinde modern anlamda genel bir mantık sistemi geliĢtirerek, önermeler 

mantığının temellerini atmıĢ ve eserinde mantıksal operatörleri kullanarak matematiksel 

mantığı sembolik bir Ģekilde ifade etmeye çalıĢmıĢtır. Boole‟un eseri, Aristothales‟in 

felsefe ve mantık alanında referans kabul edilen ikili mantık sistemini, matematiksel 

anlamda kullanıĢlı hale getiren önemli bir çalıĢma olmuĢ ve gelecek çalıĢmalara bir 

zemin hazırlamıĢtır. Ayrıca Boole dijital mantık devrelerinin ve bilgisayar 

algoritmalarının temelini oluĢturan matematiksel mantık sistemi ile yalnızca matematiğe 

değil bilgisayar bilimlerine de katkı sağlamıĢtır. Zaman içerisinde mantık alanındaki 

problemler çeĢitlendikçe, Aristothales ve Boole‟un sunduğu önermelerin kesin olarak 

doğru veya yanlıĢ olduğunu varsayan yaklaĢım bazı problemlere uygun çözüm 

arayıĢında eksik kalmıĢtır. Bu durum mantık alanında yeni bir yaklaĢıma ihtiyaç 

duyulduğunun göstergesi olmuĢ ve ikili mantık sistemine bir alternatif aranmaya 

baĢlanmıĢtır. Jan Łukasiewicz klasik Aristoteles mantığındaki ikili mantıksal sisteme ek 

olarak üçüncü bir değer eklenmesini ve bu değerlerin önermelerin "doğru", "yanlıĢ" ve 

"belirsizlik" (veya "bulanıklık") olasılıklarını temsil edeceğini iddia ederek üç değerli 

bir mantık sistemi önermiĢtir. Daha sonraları birçok araĢtırmacı üç değerli mantık 

sistemi üzerinde çalıĢmıĢtır (Yüksel, 2006). Ancak bu üç değerli yöntemler de yetersiz 

kalmıĢtır.  

Modern anlamda çok değerli mantık, bulanık mantık veya puslu mantık kuramı ise ilk 

kez Azerbaycanlı bilim insanı Lütfi Zadeh (1965) tarafından „Fuzzy Sets‟ adlı makalede 

tanımlanmıĢ ve bu çalıĢması ile Zadeh bulanık mantık ve dolayısıyla bulanık küme 

teorisinin de öncüsü olmuĢtur. Zadeh, önermelerin kesin doğru (totoloji) veya kesin 

yanlıĢ (çeliĢki) olarak nitelendirilmesi yerine, önermeleri [0,1] aralığında derecelendiren 

ve önermelere doğruluk derecesi ile yaklaĢan çok değerli mantık sistemini literatüre 

kazandırmıĢtır. Bu yaklaĢım ile matematiksel olarak bir elemanın bir kümenin elemanı 

olması veya olmaması yani „kesinlik‟ durumu yerini elemanın ait olma derecesine 

bırakmıĢ ve böylece kümeler de bulanık olarak tanımlanmıĢtır. Bu nedenle bulanık 

mantığın literatürde kabul gören bilimsel adı „çoklu değerlilik‟ olmuĢtur (Kosko, 1993). 
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Çok değerli yaklaĢımın dilsel ifadeleri veya matematiksel belirsizlikleri 

modelleyebilmek için esnek bir araç sunduğu görülmektedir. Örneğin, günlük yaĢamda 

deniz suyu sıcaklığının uygun ölçüm aletleriyle ölçülemediği bir senaryoda denize giren 

kiĢiler için deniz suyu sıcaklığı soğuk/ılık/sıcak/çok sıcak vb. olarak 

nitelendirilebilmektedir. Fakat bu ifadeler kiĢisel görüĢleri bildirdiğinden matematiksel 

olarak klasik mantıkta bir önerme değeri taĢımamaktadırlar. Ancak bulanık mantıkta bir 

önerme olabilmekte ve dereceli doğruluk değerleri alabilmektedirler. Dolayısıyla bu 

yaklaĢım Boole‟un ve Jan Łukasiewicz‟in mantıksal çıkarımını geliĢtirmiĢ ve yeni 

çalıĢma alanlarının doğmasına da öncülük etmiĢtir.  

Hem matematikçi hem bilgisayar bilimci olan Zadeh‟nin bulanık mantık yaklaĢımı 

sayesinde bilgisayar algoritmalarının insan düĢünce sistemine daha yakın, insanı daha 

iyi taklit edebilen, matematiksel olarak formüle edilebilir modeller üretebileceği ortaya 

konmuĢtur. Nitekim geliĢen teknoloji ile birlikte teorinin uygulamalarda tutarlı sonuçlar 

elde etmeye olanak sağladığı, bulanık mantık ile her mantıksal sistemin bulanık olarak 

ifade edilebileceği, bulanık çıkarımın dilsel ifadeler arasında tanımlanan kurallar ile 

yapılabileceği görülmüĢtür. Hızla geliĢen bilim ve teknoloji içerisinde bulanık mantık 

yaklaĢımı, yapay zekâ ve akıllı sistemlerin geliĢtirilmesinde de insan düĢünce sistemine 

benzerliği sebebi ile tercih edilmektedir. Örneğin Alroshan ve diğ., (2022 ), sürücüsüz 

araçlarda ortaya çıkan önemli sorunlardan birinin sanal güvenlik sorunu olduğunu ve bu 

soruna çeĢitli bulanık yaklaĢımlar ile çözüm getirilebileceğini göstermiĢ, belirsizlik 

içeren problemlere uygun çözümü sunan bulanık mantık ile sürücüsüz araçların 

doğabilecek güvenlik açıklarının giderilebileceğini göstermiĢtir.  

Matematik içerisinde ise bulanık küme ve topoloji kavramı Chang‟in (1968) klasik 

topoloji aksiyomlarını kullanarak bulanık topolojiyi tanımlaması ile literatüre girmiĢ, 

Lowen (1976) tarafında geliĢtirilmiĢtir. Daha sonra Shostak (1985) bulanık kümelerin 

açıklığının derecelendirildiği bulanık topoloji kavramını vermiĢ ve Ying (1991) klasik 

kümelerin açıklığının derecelendirildiği klasik topolojik uzaylarda mevcut bazı 

kavramları bulanıklaĢtırılmıĢ topolojik uzaylara taĢımıĢtır.  

Bulanık mantık ve bulanık küme teorisi üzerine inĢa edilen çalıĢmalar geliĢmeye devam 

ederken, Krassimir T.Atanassov (1986) bulanık küme teorisine yeni bir boyut 

kazandıran sezgisel bulanık küme kavramını sunmuĢtur. Bu yaklaĢım ile bir kümenin 
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elemanlarının [0,1] içerisindeki elemanı olma (kabul) derecesine yine [0,1] içinde 

elemanı olmama (ret) derecesi de eklenmiĢtir. Klasik kümelerde bir elemanın kümenin 

elmanı olması veya olmaması ile karĢılaĢtırıldığında bulanık küme teorisinin içerdiği 

elemanı olma durumunu derecelendirmesi yani bulanıklaĢtırma ve sezgisellik, 

belirsizlik içeren durumları modellemede daha elveriĢli olduğunu ortaya koymaktadır. 

Bulanık küme teorisi ile karĢılaĢtırıldığında ise sezgisel bulanık kümelerin elemanı 

olmama derecesini de içermesi yani iki belirsizlik değerini de barındırıyor olması, 

sezgisel bulanık küme kuramının belirsizlik içeren durumları modellemede daha 

elveriĢli olduğunu ortaya koymakta ve bulanık küme kuramını baĢarılı bir Ģekilde 

genelleĢtirmektedir. Bu nedenle sezgisel küme kuramı da belirsizlik içeren problemlerin 

çözümünde geniĢ bir uygulama alanı edinmiĢtir.  

Mantık ve kümeler üzerindeki çalıĢmalar geliĢmeye devam ettikçe, bu yeni tanımlanmıĢ 

kümelerin nesneleri arasındaki mesafeyi ölçmek için uygun metrik tanımlarına ihtiyaç 

duyulmuĢtur. Dolayısıyla klasik kümeler üzerindeki metrik fonksiyonu kullanılarak 

bulanık kümeler ve sezgisel bulanık kümeler üzerinde farklı Ģekillerde metrikler 

tanımlanmıĢ ve bu kümeler üzerinde farklı metrik uzaylar elde edilmiĢtir. Ancak bulanık 

metrik uzaylar ve sezgisel bulanık metrik uzaylardaki metrik yapısı klasik metrik 

yapısından farklı olmuĢtur. Bulanık metrik uzaylar ilk defa Kramosil ve Michálek 

(1975)  tarafından tanımlanmıĢ ve bu uzaylara Kramosil ve Michálek anlamında bulanık 

metrik uzaylar denilmiĢtir. Daha sonraları bu tanım George ve Veeramani (1994) 

tarafından sürekli t-normlar (üçgensel normlar) yardımıyla modifiye edilmiĢ ve George 

ve Veeramani anlamında bulanık metrik uzay tanımı da literatürde yerini almıĢtır. 

Gregori ve diğ., (2000) her iki tanımda da boĢtan farklı bir küme üzerinde verilen 

bulanık metrik yapısı ile metriklenebilir topolojinin elde edilebildiğini göstermiĢtir. 

Bulanık metrik uzaylar üzerindeki çalıĢmalar halen devam etmektedir. Örneğin yakın 

zamanda güçlü bulanık metrik uzay ve kelime kombinatoriğine iliĢkin uygulaması Bets 

ve Shostak (2022) tarafından, t-conorm tabanlı bulanık (pseudo) metrik uzaylar ise 

Grigorenko ve diğ., (2020) tarafından literatüre kazandırılmıĢtır.  

Sezgisel bulanık küme fikriyle, George ve Veeramani anlamında sezgisel bulanık 

metrik uzay tanımı ise Park (2004) tarafından literatüre kazandırılmıĢtır. Saadati ve diğ., 

(2008) sezgisel bulanık metrik uzay kavramını modifiye etmiĢ ve sezgisel bulanık 
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metrik uzayların yeni bir notasyonunu sunmuĢtur.Bu alandaki geliĢmelerde devam 

etmekte ve sezgisel bulanık metrik uzaylar hem teoride hem de uygulamada 

popülerliğini korumaktadır. Örneğin Pazar Varol ve Aygün (2012) sezgisel bulanık 

metrik grupları ve Pazar Varol (2022) sezgisel bulanık metrik uzaylar üzerinde 

istatistiksel yakınsaklık kavramını literatüre kazandırmıĢtır. Sezgisel bulanık yapı 

içerisinde 2-Metrik uzaylar incelemesi Güner ve diğ., (2018) tarafından yapılmıĢ ve 

sezgisel bulanık metrik uzaylar üzerine birçok yazar çeĢitli çalıĢmalar yapmıĢtır. (Alaca 

ve diğ., (2006); Türkoğlu ve diğ., (2006); Sintunavarat ve Kumam (2012); Azam ve 

Kanwal (2022)). 

Bilimin birçok alanı içerisinde uygulamaya sahip olan sabit nokta teorisi alanındaki 

çalıĢmalar ise ilk kez Stefan Banach (1922) tarafından Banach daralma (büzülme) 

dönüĢümü prensibi ile atılmıĢtır. Tam metrik uzaylar yani yakınsak her dizinin limit 

noktasını içeren uzaylar üzerine çalıĢılan Banach sabit nokta teorisi, yakınsanan 

noktanın sabit nokta olduğunu gösterilmesi mantığına dayanmaktadır. Matematiksel 

gösterim ile bir   dönüĢümü için      Ģeklindeki problemlerin çözümünün 

araĢtırılmasıdır. Burada tanımlanan dönüĢüm için farklı dönüĢüm kuralları belirlenmesi, 

sabit nokta hakkında yorumlar geliĢtirilmesine ve bu ise farklı çalıĢma alanlarına 

doğmasına neden olmuĢtur. Banach‟ın sabit nokta teorisi ise bir tam metrik uzay 

üzerinde tanımlanan öz dönüĢümde,  görüntüler arasındaki mesafesinin noktaların 

arasındaki mesafesinin bir pozitif   katından küçük veya eĢit olması prensibine 

dayanmaktadır. Böylece Banach sabit nokta teoremi ile genel olarak eğer bir tam metrik 

uzay üzerinde bir daralma dönüĢümü var ise bu daralma dönüĢümünün sabit noktası 

biricik olduğu yani sabit noktanın yalnızca varlığı değil tekliği de garanti edilmiĢ 

olmaktadır.  

Bulanık matematik içerisinde Grabiec (1988) bulanık metrik uzaylarda Banach daralma 

dönüĢümünün bulanık versiyonunu ve sabit nokta teorisini sunmuĢtur. George ve 

Veeramani anlamında tam bulanık metrik uzaylar için sabit nokta teoremleri ve 

Kramosil ve Michalek anlamında bulanık metrik uzay için sabit nokta teoremleri de 

Gregori ve Sepana (2002) tarafından sunulmuĢtur. Rafi ve Noorani (2006) sezgisel 

bulanık metrik uzaylarda bulanık daralma dönüĢümü ve sabit nokta teoremini 

sunmuĢlardır. Hem bulanık metrik uzaylarda hem de sezgisel bulanık metrik uzaylar da 
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klasik bir metrik fonksiyonu kullanılarak bu yapıların elde edilebileceği görülmüĢtür. 

Klasik metrik uzayların ve bulanık metrik uzayların bir genellemesi olan sezgisel 

bulanık metrik uzaylar üzerinde birçok farklı daralma dönüĢümü tanımlanmıĢtır. 

Priskillal ve Thangavelu (2017) ise sezgisel bulanık metrik uzaylarda      -daralma 

dönüĢümünü tanımlamıĢtır.  

Harandi (2012) metrik benzeri uzayları literatüre kazandırarak klasik metrik ve 

Matthews (1994) tarafından literatüre kazandırılan kısmi metrik uzayları genelleĢtirmiĢ 

ve böyle uzaylarda daralma dönüĢümü için sabit nokta teorisinin sonuçlarını sunmuĢtur.  

Shukla ve Abbas (2014) ise metrik benzeri dönüĢüm ve bulanık metrik yapılarını 

birleĢtirerek bulanık metrik benzeri uzayları tanıtmıĢ ve bulanık metrik benzeri 

uzaylarda sabit nokta teoremlerinin sonuçlarını sunmuĢtur. Daha sonraları metrik 

benzeri dönüĢüm üzerine Shukla ve Rai (2023) , Shukla ve Nashine (2016) , Shukla ve 

diğ., (2013) kapsamlı araĢtırmalar yapmıĢ ve alana önemli katkılar sağlamıĢtır.  

Tirado (2012) mevcut literatürde bulanık metrik uzaylarda Cauchy dizileri ve tamlık 

için Grabiec anlamında  -Cauchy ve  -tamlık, George ve Veeramani anlamında               

 -Cauchy ve  -tamlık olmak üzere iki farklı tanımı sunmuĢtur. George ve Veeramani 

anlamındaki  -tamlık tanımının Grabiec anlamındaki  -tamlık tanımdan daha genel 

olduğunu göstermiĢtir. Bu nedenle Grabiec anlamında tam olan her bulanık metrik 

uzayın George ve Veeramani anlamında da tam olacağını göstermiĢtir. Shukla ve Abbas 

(2014) Grabiec anlamındaki Cauchy dizisi ve tamlık tanımlarını,  bulanık metrik benzeri 

uzaylara geniĢletmiĢtir. Ardından, Shukla ve Abbas (2016)  hem Grabiec hem de 

George ve Veeramani anlamında bulanık metrik uzaylarda verilen Cauchy dizisi ve 

tamlık tanımlarını geniĢleten ve birleĢtiren  -Cauchy dizisi ve  -tamlık tanımlarını 

literatüre kazandırmıĢtır. Ayrıca bulanık metrik benzeri uzaylarda bir önceki sonuçları 

birleĢtiren ve geniĢleten sabit nokta teoreminin sonuçlarını da kanıtlamıĢlardır.  

Bu çalıĢmada, önce Harandi (2012) ile Hosseini ve Fosner (2019) tarafından tanımlanan 

metrik benzeri yapının özellikleri sunulmuĢtur. Herhangi bir noktanın kendisine olan 

mesafesinin sıfır olmak zorunda olmadığı metrik benzeri uzaylar, klasik metrik uzaylara 

kıyasla problemlere daha esnek bir yaklaĢım olanağı sunmaktadır.  Diğer yandan bu 

durum metrik benzeri uzaylarda, klasik metrik uzaylarda elde edilen dizilerin 
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yakınsaklığı, Cauchy dizisi ve uzayın tamlığı gibi temel tanımların da değiĢmesine 

neden olmuĢtur. Dolayısıyla klasik metrik uzay yapısından bulanık metrik uzaylara ve 

sezgisel bulanık metrik uzaylara aktarılan özelliklerinde değiĢmesi beklenmektedir.  

Shukla ve Abbas (2014) metrik benzeri yapıyı bulanık metrik uzaylarda incelemiĢ ve 

bulanık metrik benzeri uzaylar ve sabit nokta sonuçlarını sunmuĢtur. Ardından bu 

özelliklerin sezgisel bulanık metrik uzaylarda incelenmesi ihtiyacı, bu tezin temel 

konusunu oluĢturmuĢtur. ÇalıĢmanın hedefi sezgisel bulanık metrik benzeri uzayları 

tanıtmak, bu uzayların özelliklerini sunmak ve çeĢitli örneklerle elde edilen sonuçları 

detaylı olarak açıklamaktır. Ayrıca sezgisel bulanık metrik benzeri uzaylarda sabit nokta 

teoremleri içesinde popüler olan ve uygulamalarda oldukça önemli bir yere sahip olan 

Banach sabit nokta teoremi ve bulanık daralma dönüĢümünün sonuçlarıda araĢtırılmıĢ 

ve bu uzaylarda da sabit noktanın varlığı ve tekliği gösterilmiĢtir. Özel olarak Priskillal 

ve Thangavelu (2017) tarafından literatüre kazandırılan sezgisel bulanık metrik 

uzaylarda      -daralma dönüĢümünün bir modifikasyonu olarak, sezgisel bulanık 

metrik benzeri uzaylarda      -daralma dönüĢümü tanımlanmıĢtır. Bulanık metrik 

uzaylar içerisinde Grabiec (1988) ve George ve Veeramani (1994) tarafından iki farklı 

Ģekilde tanımlanmıĢ olan Cauchy dizisi ve tamlık tanımları, sezgisel bulanık metrik 

benzeri uzaylarda incelenmiĢ ve     tamlık kavramı tanıtılarak önceki tanımları 

birleĢtiren ve genelleĢtiren sonuçlar sunulmuĢtur. Sonuçların, hem Grabiec hem de 

George ve Veeramani'nin tanımlarının bir geniĢlemesi olduğu gösterilmiĢtir.  

Sonuç olarak, bu çalıĢmanın bulanık metrik ve sezgisel bulanık metrik alanındaki 

araĢtırmaları ileriye taĢıması ve mevcut teoriye yeni bir bakıĢ açısı kazandırması 

hedeflenmiĢtir. Özellikle, sezgisel bulanık metrik benzeri uzaylardaki teori ve 

uygulamaların geliĢtirilmesinde bir temel sunması ve gelecekteki çalıĢmalar için ilham 

kaynağı olması amaçlanmıĢtır. 
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2.TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde tezin devamında kullanılacak olan temel tanımlara ve örneklere yer 

verilmiĢtir. Sırasıyla sürekli üçgensel normlar (veya kısaca t-norm ve t-conorm); 

karakteristik fonksiyon ve üyelik fonksiyonu; bulanık kümeler ve sezgisel bulanık 

kümeler ile bu kümeler üzerine inĢa edilmiĢ metrik yapılar bu bölümde ele alınan 

kavramlardır.  

2.1.Üçgensel Norm ve Conorm  

Tanım 2.1.1:    :                     bir ikili iĢlem olmak üzere, 

(T1)                 için         ; 

(T2)                   için                     ;  

(T3)                     için      ve      olmak üzere             ;  

(T4)             için       ; 

  iĢlemi T1,T2,T3,T4 özellikleri sağlıyorsa   iĢlemine       kapalı aralığı üzerinde bir 

üçgensel norm veya kısaca t-norm denir (Klement ve diğ., (2000)). 

Örnek 2.1.2:       kapalı aralığı üzerinde aĢağıdaki Ģekilde tanımlanan ikili iĢlemler 

bilinen dört temel t-norm örnekleridir.  

        {    }                                                                             (Minimum t-norm) 

                                                                                                   (Çarpım t-norm)  

       {        }                                                           (Lukasiewicz t-norm) 

     {
                                          

   {   }                               
                       (Drastic çarpım t-norm) 

(Klement ve diğ., (2000)). 

Uyarı 2.1.3: Tanım 2.1.1‟den her          için           eĢitliğinin 

sağlandığı görülmektedir (Alghamdi ve diğ., (2012)). 
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Tanım 2.1.4:                         ikili iĢlem olmak üzere,  

(S1)              için             ; 

(S2)               için                       ; 

(S3)                  için      ve      olmak üzere               ; 

(S4)            için         ; 

  iĢlemi S1,S2,S3,S4 aksiyomlarını sağlıyorsa   iĢlemine       kapalı aralığı üzerinde 

bir üçgensel conorm veya kısaca t-conorm denir (Klement ve diğ., (2000)). 

Örnek 2.1.5:       kapalı aralığı üzerinde aĢağıdaki Ģekilde tanımlanan ikili iĢlemler 

bilinen dört temel t-conorm örnekleridir. 

          {    }                                                                     (Maksimum t-conorm) 

                                                                    (İstatistiksel toplam t-conorm)  

         {     }                                                               (Lukasiewicz t-conorm)  

      {
                                             

    {   }                                
       (Drastic sınırlı toplam t-conorm)  

(Klement ve diğ., (2000)). 

Uyarı 2.1.6: Tanım 2.1.4‟ten her         için               eĢitliğinin 

sağlandığı görülmektedir (Alghamdi ve diğ., (2012)). 

Uyarı 2.1.7: Bir                         ikili iĢlemi bir t-conormdur ancak ve ancak 

en az bir t-norm   vardır öyle ki her                      için aĢağıdaki eĢitliklerden 

en az biri sağlanır.  

                                                                                                   (2.1) 

                                                                                                   (2.2) 
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Uyarı 2.1.7‟de verilen Denklem (2.1)‟deki t-conorma t-normun duali ve Denklem 

(2.2)‟deki t-norma ise t-conormun duali denir (Klement ve diğ., (2005)). 

Not 2.1.8: Tanım 2.1.1 ve Tanım 2.1.4‟te verilen t-norm ve t-conorm tanımları sırasıyla 

bulanık arakesit ve birleĢimi karakterize etmek için kullanılan aksiyomatik yapıtaĢları 

olarak bilinmektedir. Bu tanımlar ilk olarak istatistiksel metrik uzaylar çalıĢması ile 

Menger tarafından verilmiĢtir. Daha sonraları sürekli t-norm ve sürekli t-conorm için 

birçok yazar çeĢitli örnekler vermiĢtir (Park J. H., 2004). 

Uyarı 2.1.9:       olmak üzere her             için en az bir              

vardır öyle ki          ve              sağlanır. Benzer Ģekilde her          

için en az bir              vardır öyle ki           ve            sağlanır 

(Park J. H., 2004).  

2.2.Bulanık Kümeler ve Sezgisel Bulanık Kümeler 

Tanım 2.2.1:     ve     olmak üzere        {   } , 

      ,
                 
                  

 

fonksiyonuna   kümesinin karakteristik fonksiyonu denir.  

Tanım 2.2.2 :     bir küme,     ve         olmak üzere                 

fonksiyonu tarafından karakterize edilen  

  {(       )                   }           

kümesine  ‟de bir bulanık küme denir. Burada   ‟ye   bulanık kümesinin üyelik 

fonksiyonu ve her     için         değerine de  ‟in  ‟ye üye olma derecesi denir 

(Zadeh , 1965). 

Not 2.2.3: Tanım 2.2.1 ve Tanım 2.2.2 karĢılaĢtırıldığında görülmektedir ki üyelik 

fonksiyonu yardımıyla elde edilen bir   bulanık kümesi için     iken       üyelik 

fonksiyonu       aralığında değerler almaktadır. Özel olarak üyelik fonksiyonu 

     ‟in sadece „0‟ ve „1‟ değeri aldığı durumda   kümesine adi veya basit küme denir.  
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Bulanık küme teorisinde evrensel ve boĢ küme aĢağıdaki Ģekilde tanımlanır: 

  {           |    },    {           |    }. 

Örnek 2.2.4:  

             ,         {   

                             
 

  
                            

                             

 

Ģeklinde tanımlanan   { (       )                   } kümesi bir bulanık 

kümedir. ġekil 2.1.1‟de yukarıdaki Ģekilde tanımlanan    fonksiyonun grafiği 

verilmiĢtir. Burada grafik üzerinde seçilen (       ) sıralı ikilileri ile elde edilen küme 

  bulanık kümesidir.  

 

          ġekil 2.1.    fonksiyonunun ve   bulanık kümesinin grafiği 

 

Tanım 2.2.5:     bir küme ve     olmak üzere her     için               ve 

             fonksiyonları ile elde edilen, sırasıyla üyelik derecesi       ve üye 

olmama derecesi       değeri olan   { (             )      } kümesine bir 

sezgisel bulanık küme denir (Atanassov, 1986). 

Burada her     için                 sağlanır (Atanassov, 1986). 
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Örnek 2.2.6 :      kümesi üzerinde her   bulanık küme, 

  { (               )      } yazılıĢı ile bir sezgisel bulanık kümedir 

(Atanassov, 1986). 

Not: 2.2.7: ġekil 2.2.2‟de, Örnek 2.2.4‟te verilen    üyelik fonksiyonu yardımıyla elde 

edilen noktaların üyelik dereceleri mavi çizgi ile gösterilmiĢtir.                 

olduğundan noktaların üye olmama derecelerini belirleyen    üyelik fonksiyonu 

       {     

                      
 

  
                    

                      

 

kuralıyla belirlidir. Noktaların üye olmama dereceleri grafik üzerinde kırmızı renkli 

çizgi ile gösterilmiĢtir. Sonuç olarak   sezgisel bulanık kümesi sırasıyla elemanın 

kendisi, üyelik derecesi ve üye olmama derecesi olmak üzere, (             ) sıralı 

üçlülerinden oluĢan kümedir.  

 

             ġekil 2.2.   ,    fonksiyonları ve   sezgisel bulanık kümesinin grafiği 

 

2.3.Bulanık Metrik Uzaylar  

Kramosil ve Michálek (1975) metrik uzayların bir genelleĢtirmesi olarak olasılıksal 

metrik uzay kavramını (Schweizer ve Sklar, (1960)) bulanık duruma genelleĢtirerek 

bulanık metrik uzayı tanımlamıĢtır. Ardından George ve Veeramani (1994) sürekli 
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üçgensel t-normlar yardımıyla bu tanımı modifiye etmiĢ ve bulanık metrik uzaylarda 

Hausdorff topolojisini elde etmiĢtir. Bu kısımda önce Kramosil ve Michálek anlamında 

bulanık metrik uzaylar ve daha sonra George ve Veeramani anlamında bulanık metrik 

uzaylar incelenmiĢtir.  

Tanım 2.3.1:     olmak üzere        kümesi üzerinde     karakteristik 

fonksiyonu ile tanımlı   bulanık kümesine, eğer her       ve       için;  

(i)             ,      ; 

(ii)      ,                    ; 

(iii)                       

(iv)                       ölçülebilir ve ikili fonksiyon,          olmak üzere 

                                  ; 

(v)                             için her            çifti soldan sürekli ve 

  'nın artan bir fonksiyonu ; 

Ģartları sağlanıyorsa,     ile belirli   bulanık kümesine   kümesi üzerinde bir bulanık 

metrik denir (Kramosil ve Michálek, (1975)). 

Tanım 2.3.2:          bir bulanık metrik uzay ve {  }    olsun.  

i) Her     için                    ise {  } dizisi     noktasına yakınsaktır 

denir ve            olarak gösterilir. 

ii) Her     ,     için                        oluyorsa {  } dizisine bir 

Cauchy (G-Cauchy) dizisi denir (Kramosil ve Michálek, (1975)).  

Tanım 2.3.3:     bir küme,   sürekli t-norm ve             üzerinde bir 

bulanık küme olsun.   bulanık kümesi her         ve       için  

i)            ; 

ii)                ; 
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iii)                  ; 

iv)                               

v)                       sol süreklidir, 

koĢulları sağlanıyorsa       ikilisine   üzerinde Kramosil ve Michalek anlamında 

bulanık metrik ve         üçlüsüne de Kramosil ve Michalek anlamında bulanık metrik 

uzay denir (Kramosil ve Michálek, (1975)). 

Tanım 2.3.4:     bir küme,   sürekli t-norm ve             üzerinde bir 

bulanık küme olsun.   bulanık kümesi her         ve       için   

(BM1)           ; 

(BM2)               ; 

(BM3)                  ; 

(BM4)        için                                

(BM5)                       süreklidir,  

koĢullarını sağlıyorsa  ‟ye   üzerinde bir bulanık metrik (BM) ve         üçlüsüne de 

bir bulanık metrik uzay (BMU) denir. Burada          değeri   ve  ‟nin   

parametresine göre yakınlık derecesini ifade etmektedir (George ve Veeramani, (1994)). 

Örnek 2.3.5 :       bir klasik metrik uzay ve        olsun. Her       pozitif 

reel sayısı için           
   

           
 Ģeklinde tanımlanan dönüĢüm bir bulanık 

metriktir (George ve Veeramani, (1994)). 

Gerçekten                           olmak üzere, 

(i)     üzerinde klasik metrik olduğundan          ve    ,       pozitif reel 

sayılar olduğundan da            
   

           
   olduğu görülür.  

(ii)                                         
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             . 

(iii)      üzerinde klasik metrik olduğundan              ‟ dir.  

          
   

           
 

   

           
           

(iv)                                  olduğu gösterilmelidir. Açıkça   bir 

klasik metrik ve          olmak üzere,   

   

           
 

   

           
 

       

               
 

eĢitsizliğinin sağlandığı gösterilmelidir.  

Üçgen eĢitsizliğinden                     ‟dir.  

       

     ve  
       

     olduğundan   
       

     ve  
       

    ‟dir. 

         
       

          
       

            

 
       

       
  

      

     
      

    
                     

           

   
       

       
   

                     

      
 

 
               

       
 

                            

      
 

    olduğundan                 ‟dır.  
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                                   olur. 

(v)       ve her       için  

   
    

             
    

   

           
 

   
    

   

   
    

           
  

 
   

 

   
         

             olup,   bir bulanık metriktir. 

Sonuç 2.3.6: Örnek 2.3.5‟te         alınırsa           
 

        
 elde 

edilir.    bulanık metriğine   metriği tarafından indirgenen standart bulanık metrik 

denir (George ve Veeramani, (1994)). 

Sonuç 2.3.7: Her klasik metrik uzaydan bir BMU elde edilebilir (George ve Veeramani, 

(1994)). 

Tanım 2.3.8:         bir bulanık metrik uzay ve {  }    olsun.  

i) {  } dizisi     noktasına yakınsaktır ancak ve ancak her     için 

                  sağlanır. 

ii) {  } dizisine bir Cauchy (M-Cauchy) dizisi denir ancak ve ancak her         ve 

    için en az bir       vardır öyle ki her       için                

sağlanır veya denk olarak her     için                       sağlanır (Gregori 

ve diğ., (2024)). 

2.4.Sezgisel Bulanık Metrik Uzaylar  

Bu bölümde sezgisel bulanık metrik ve sezgisel bulanık metrik uzaylar kavramları 

incelenecektir.  
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Tanım 2.4.1:     bir küme ve     kümeleri           üzerinde tanımlı bulanık 

kümeler olmak üzere, sürekli t-norm ve t-conorm tanımları ile birlikte her         ve 

her       için, 

(SBM1)                      

(SBM2)             

(SBM3)                 

(SBM4)                  ; 

(SBM5)                               

(SBM6)                      süreklidir; 

(SBM7)             

(SBM8)                 

(SBM9)                  ; 

(SBM10)                             ; 

(SBM11)                      süreklidir, 

koĢullarını sağlayan       ikilisine   üzerinde bir sezgisel bulanık metrik ve   

             beĢlisine sezgisel bulanık metrik uzay (SBMU) denir. Burada          

fonksiyonu   ve  ‟nin  ‟ye göre yakınlık derecesini ve          fonksiyonu ise   ve 

 ‟nin  ‟ye göre yakın olmama derecesini gösterir (Park J. H., 2004). 

Uyarı 2.4.2:  

1) Tanım 2.4.1‟de (SBM7) özelliği (SBM1) ve (SBM2)‟den elde edilmektedir.  

2)             bir sezgisel bulanık metrik uzay ise         bir bulanık metrik uzaydır. 

Tersine, her         bulanık metrik uzayı t-norm ve t-conorm iliĢkili iken, açıkça her 

      için         (           ) eĢitliği sağlandığında,                

formunda bir sezgisel bulanık metrik uzaydır (Park J. H., 2004). 
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Uyarı 2.4.3: Bir             sezgisel bulanık metrik uzayında          fonksiyonu 

azalmayan ve          fonksiyonu artmayandır (Park J. H., 2004). 

 

Örnek 2.4.4:       bir klasik metrik uzay ve her           için sürekli t-norm 

       ve sürekli t-conorm         {     } olsun.           

üzerinde    ve    bulanık kümeleri her       pozitif reel sayısı için, 

          
   

           
 ve           

      

           
  

Ģeklinde tanımlandığında              bir sezgisel bulanık metrik uzaydır. (Park J. 

H., 2004). 

Uyarı 2.4.5: Örnek 2.4.4‟te sürekli t-norm        {   } ve sürekli t-conorm 

       {   } alındığında da bir sezgisel bulanık metrik uzay elde edilir. Böylece 

      ikilisi herhangi bir sürekli t-norm ve sürekli t-conorma göre de   üzerinde bir 

sezgisel bulanık metrik olur. Benzer Ģekilde Örnek 2.4.4‟te         alındığında 

          
 

        
 ve           

      

        
 elde edilir ve bu sezgisel bulanık metriğe 

klasik   metriği tarafından üretilen standart sezgisel bulanık metrik denir (Park J. H., 

2004). 

Örnek 2.4.6:     , sürekli t-norm         {       } ve sürekli t-conorm 

             olsun.           üzerinde   ve   bulanık kümeleri her 

    ve       için, 

          { 

 

 
         

 

 
         

  

         { 

   

 
           

   

 
           

    

Ģeklinde tanımlandığında             bir sezgisel bulanık metrik uzaydır (Park J. H., 

2004). 
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Uyarı 2.4.7: Örnek 2.4.6‟da tanımlı sürekli t-norm ve t-conorm iliĢkili değildir. Bu 

durumda   üzerinde,          ve          Örnek 2.4.6‟daki gibi tanımlı iken 

         
 

        
 ve          

      

        
 olacak Ģekilde hiçbir   klasik metriği 

bulunamaz. Aynı zamanda Örnek 2.4.6‟da sürekli t-norm         {   } ve 

sürekli t-conorm            {   } Ģeklinde alınırsa       bulanık kümeleri 

sezgisel bulanık metrik değildir (Park J. H., 2004). 

Tanım 2.4.8:             bir sezgisel bulanık metrik uzay,      ,         ve  

    olsun.          {                            } kümesine 

           ‟da   ‟ye göre  -merkezli  -yarıçaplı açık top denir.                          

       {                                   ı  ö                  } 

Ģeklinde tanımlı küme ailesi   üzerinde bir topolojidir (Park J. H., 2004). 

Örnek 2.4.9:             sezgisel bulanık metrik uzayı Uyarı 2.4.5‟te ifade edildiği 

gibi klasik   metriği tarafından üretilen standart sezgisel bulanık metrik uzay olsun. 

Burada     üzerinde klasik   metriği        |   | ve       değerleri özel 

olarak     ;       ;     olarak seçildiğinde,  ‟ye göre  -merkezli  -yarıçaplı açık 

top            olur.                 ve               eĢitsizliklerini sağlayan 

         değerleri için    ve     bulanık kümelerinin davranıĢları ġekil 2.3‟te 

gösterilmiĢtir. Eğer burada             alınırsa, bu durumda    ve    bulanık 

kümelerinin davranıĢları ile    ‟ın       civarı ġekil 2.4‟te gösterilmiĢtir.  

 

                 ġekil 2.3.          değerleri için    ve    bulanık kümeleri 
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                 ġekil 2.4.             değerleri için    ve    bulanık kümeleri 

 

2.5.Sezgisel Bulanık Metrik Uzaylarda Yakınsaklık  

Bu bölümde sezgisel bulanık metrik uzaylardaki yakınsaklık kavramı tanımlanmıĢtır. 

Tanım 2.5.1:             bir sezgisel bulanık metrik uzay, {  }    bir dizi ve      

olsun. Her     ve         için en az bir      var öyle ki her      için 

              ve             oluyorsa {  } dizisi  ‟e yakınsaktır denir ve 

    için      Ģeklinde yazılır (Park J. H., 2004).  

Teorem 2.5.2:             bir sezgisel bulanık metrik uzay ve          üzerinde 

bulanık metrik tarafından üretilen topoloji olsun.   „de bir {  } dizisi     için 

     ancak ve ancak              ve             (Park J. H., 2004). 

Ġspat:      sabit ve varsayalım ki      olsun. Bu durumda bir         için en az 

bir      vardır öyle ki her      için            ‟dir.  

SBMU‟da açık top tanımından               ve             elde edilir ve 

buradan                 ve             bulunur. Tersine, her     için 

                ve             olsun. Buradan en az bir      vardır öyle 

ki her      için               ve             sağlanır. Buradan her      

için               ve              elde edilir. Böylece her      için              

            olup     ‟dir.                                                                                        
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Tanım 2.5.3:              bir sezgisel bulanık metrik uzay olmak üzere,  

i) {  } dizisi   „de bir Cauchy dizisidir ancak ve ancak      ve      için       

vardır öyle ki         için                 ve              sağlanır.  

ii) Eğer her Cauchy dizisi       ‟ye göre yakınsak ise             beĢlisi bir tam 

SBMU‟dır (Park J. H., 2004).  

Teorem 2.5.4:              bir sezgisel bulanık metrik uzay ve  ‟deki her Cauchy 

dizisi yakınsak bir alt diziye sahipse bu durumda             tamdır (Park J. H., 

2004). 

Ġspat: {  }    „de bir Cauchy dizisi ve  {   
},  {  } dizisinin  „e yakınsak bir alt dizisi 

olsun.      olduğu gösterilmelidir.     ve         alınsın.         seçelim 

öyle ki                 ve         olsun. {  } dizisi   „de bir Cauchy 

dizisi olduğundan bir       vardır öyle ki her        için  (      
 

 
)       

ve  (      
 

 
)    sağlanır.    

   olduğundan en az bir       vardır öyle ki 

       ve  (      
 

 
)      ve  (      

 

 
)    dir. Buradan eğer      ise  

            (       
 

 
)    (      

 

 
)                      

           (       
 

 
)    (      

 

 
)            

olup, böylece      olduğu görülür. O halde             bir tam sezgisel bulanık 

metrik uzaydır.                                                                                                                   

Lemma 2.5.5:  {  } dizisi             sezgisel bulanık metrik uzayında bir dizi olsun. 

Eğer       olacak Ģekilde bir   pozitif sayısı var ve           olmak üzere 

          için               eĢitsizliklerini sağlayan sürekli üçgensel t-norm 

ve t-conorm için,  

              (      
 

  )  ve                (      
 

  )  

eĢitsizlikleri sağlanıyorsa {  } dizisi  ‟de bir Cauchy dizisir (Park J. H., 2004). 
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Ġspat:  Her   için Tanım 2.4.1 (SBM5) ve (SBM10)‟dan,  

 (         )   (        
 

 
)   (          

 

 
)      (            

 

 
) 

  (      
 

   
)   (      

 

     
)      (      

 

       
) 

 (         )   (        
 

 
)    (          

 

 
)      (            

 

 
) 

  (      
 

   
)    (      

 

     
)      (      

 

       
) 

olup, buradan        (      
 

   
)    ve        (      

 

   
)      

elde edilir. Sürekli t-norm ve sürekli t-conormun özelliğinden, 

       (         )            ve  

       (         )                olduğundan,  

       (         )    ve         (         )     elde edilir.  

Sonuç olarak Tanım 2.4.1 (SBM1)‟den, {  } bir Cauchy dizisidir (Park J. H., 2004).    
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3.METRĠK BENZERĠ UZAYLAR  

Bu bölümde Matthews (1994) tarafından literatüre kazandırılan kısmi metrik uzayların 

bir genellemesi olarak Harandi (2012) tarafından tanımlanmıĢ olan metrik benzeri 

uzaylar tanıtılmıĢ, çeĢitli örnekler sunulmuĢ ve elde edilen bazı yeni sonuçlar 

gösterilmiĢtir. Kısmi metrik uzaylar ile metrik benzeri uzaylar arasındaki iliĢki 

nedeniyle ilk olarak kısmi metrik tanımı verilmiĢtir. 

Tanım 3.1:     bir küme ve           fonksiyonu her         için 

(KM1)                            

(KM2)                

(KM3)                  

(KM4)                                 ,  

özelliklerini sağlıyorsa  ‟ye   üzerinde bir kısmi metrik ve      ‟ye de kısmi metrik 

uzay denir (Matthews, 1994).   

Tanım 3.2:     bir küme olmak üzere           fonksiyonu eğer aĢağıdaki 

özellikleri sağlıyorsa  ‟ya   üzerinde bir metrik benzeri dönüĢüm denir.  

(MB1)                

(MB2)                

(MB3)                       

      ikilisine ise metrik benzeri (MB) (dislocated veya d-metrik) uzay denir 

(A.Amini-Harandi, 2012).  

Uyarı 3.3: Klasik metrik dönüĢümü tanımı ile karĢılaĢtırıldığında metrik benzeri 

dönüĢümde (MB1) aksiyomunun tek yönlü olarak sağlandığı görülmektedir. Açıkça 

burada     olduğu durumda           olabileceği ve dolayısıyla sıfır olmayan öz 

mesafenin neden önemli olduğunun açıklanması ihtiyacı doğmaktadır. Matthews (1994) 

kısmi metrik uzaylarda        ifadesinin  ‟in içerdiği bilgi miktarını ifade eden ağırlık 
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veya boyutu ifade ettiğini ve        ifadesi küçüldükçe  ‟in tanımlı olma durumunun 

arttığını,          olduğunda ise  ‟in tam olarak tanımlandığını belirtmiĢtir. Daha 

sonraları Bukatin ve diğ., (2009) yayınladıkları kısmi metrik uzaylar adlı çalıĢmada 

klasik metrik aksiyomu olan              ifadesinin içerdiği noktanın kesin 

olarak bilindiğini varsayan yaklaĢımın bilgisayar bilimleri içerisinde gerçekçi 

olmadığını ileri sürmüĢtür. Matematikte     ifadesinin kesinliği tartıĢmasız iken, 

bilgisayar bilimleri içerisinde bir ifadenin doğruluğu ile o ifadenin hesaplanabilirliğinin 

doğru orantılı olduğunu ve dolayısıyla bilgisayar bilimleri alanında öz mesafenin sıfıra 

eĢit olma gerekliliğinin uzaklığı ima etmek zorunda olmadığını öne sürmüĢlerdir. 

Ardından Harandi (2012) her kısmi metrik uzayın bir metrik benzeri uzay olduğunu 

fakat tersinin her zaman sağlanmak zorunda olmadığı göstermiĢtir.  

Örnek 3.4‟te klasik metrik uzayların bilgisayar dilinde ifade ediliĢi biçimi ve kısmi 

metrik uzayların ve dolayısıyla metrik benzeri uzayların neden gerekli olduğu 

açıklanmıĢtır.  

Örnek 3.4:    kümesi   üzerindeki   {          } Ģeklindeki sonsuz dizilerin bir 

kümesi olsun. Tüm bu Ģekildeki x ve y dizileri için, en büyük   (muhtemelen  ) öyle ki 

her     için       olmak üzere,             Ģeklinde tanımlansın. Dolayısıyla 

       , 1 bölü 2 üssü hem x hem de y için ortak olan en uzun baĢlangıç dizisinin 

uzunluğu olarak tanımlanır. (       bir metrik uzaydır. Bilgisayar dilinde bu metrik 

uzayın nasıl gösterileceği ve sonsuz bir   dizisiyle ilgilenmek için bunun nasıl 

hesaplanacağı, yani         ,… değerlerini (ekrana veya kağıda) yazdıracak bir 

bilgisayar programının nasıl kodlanacağı bilinmelidir.   sonsuz bir dizi olduğundan 

değerleri sonlu bir zaman diliminde yazdırılamaz ve bu nedenle bilgisayar bilimciler   

dizisinin kendi parçalarından, {  } {     } {        }   Ģeklindeki sonlu dizilerden 

dizinin nasıl oluĢtuğu ile ilgilenmektedirler. Her bir    değeri basıldıktan veya 

yazıldıktan sonra sonlu {          } dizisi sonsuz dizinin Ģu ana kadar üretilen 

kısmını temsil etmektedir.Dolayısıyla bilgisayar bilimlerinde her sonlu dizi, tamamen 

hesaplanan sonsuz bir   dizisinin kısmen hesaplanmıĢ bir versiyonu olarak 

düĢünülmektedir. ġimdi   'nin yukarıdaki tanımının   üzerindeki tüm sonlu dizilerin 

kümesi olan   'ye geniĢletildiği varsayılsın. Bu durumda Tanım 3.2‟de verilen 

(MB1),(MB2) ve (MB3) aksiyomları sağlanır. Ancak eğer   sonlu bir dizi ise bu 
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durumda bir     için               olmaktadır. Çünkü eĢitlik durumu yani 

      ancak    tanımlandığında olabilmektedir. Dolayısıyla klasık metrik 

aksiyomundaki     ise          ifadesi sonlu diziler için sağlanmadığı 

görülmektedir. Bu durum klasik metrik uzaylar teorisi ile bilgisayar biliminin çağdaĢ 

deneyimi arasında ilgi çekici bir karĢıtılık ortaya çıkarmaktadır. Dolayısıyla 

uygulamalarda faydalı sonuçlar elde edilmesi adına kısmi metrikler üzerine çalıĢılması 

gerekli görülmektedi (Bukatin ve diğ., (2009) ).  

Örnek 3.5:     ve         olmak üzere her       için        | |  | | 

kuralıyla tanımlanan       bir metrik benzeri uzaydır ( Hussain ve diğ., (2014)). 

Örnek 3.6:      ve                      {   } olmak üzere her 

       için       bir metrik benzeri uzaydır (Shukla ve Abbas (2014)). 

Örnek 3.7:     bir küme ve       bir klasik metrik uzay olsun. Her       için 

                            Ģeklinde tanımlı     üzerinde bir metrik 

benzeri dönüĢüm olup       bir metrik benzeri uzaydır (Hosseini & Fosner, 2019). 

Tanım 3.8:     bir küme olmak üzere  -merkezli  -yarıçaplı  -açık top her      

    için         {     |             |   }‟dir (Hosseini & Fosner, 

2019). 

Not 3.9: Matthews (1994) tarafından literatüre kazandırılan kısmi metrik uzaydaki açık 

top tanımı        {    |         } Ģeklinde olup,            alındığında 

bazı kısmi metrikler için              olmaktadır. Tanım 3.8 ile karĢılaĢtırıldığında 

metrik benzeri uzaylardaki açık top tanımının farklı olduğu görülmektedir. Bunun 

nedeni Tanım 3.1 (KM2)‟de ifade edilen bir noktanın kendisine olan uzaklığının 

                Ģeklinde ifade edilmiĢ olmasıdır.  Benzer Ģekilde klasik metrik 

uzaylar ile metrik benzeri uzaylar karĢılaĢtırıldığında, klasik metrik uzaylardan elde 

edilen bazı topolojik özelliklerin ve dizilerin yakınsaklığı hakkındaki bilgilerin de 

metrik benzeri uzaylara taĢınmadığı gözlemlenir.  

Tanım 3.10:     bir küme olmak üzere   üzerindeki her   metrik benzeri dönüĢüm, 

   açık toplar ailesini taban kabul eden    topolojisini üretir (Hosseini & Fosner, 2019). 
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Uyarı 3.11:       ikilisine bir metrik benzeri uzay olmak üzere, bu uzayın noktaları üç 

farklı Ģekilde kategorize edilebilir: eĢit-benzeri noktalar kümesi, tamamen ayrık noktalar 

kümesi, eĢit benzeri ve tamamen ayrık olmayan noktalar kümesi.  

Tanım 3.12:       ikilisi bir metrik benzeri uzay ve     olmak üzere eğer 

                     ise {  }    dizisi    ‟e yakınsaktır denir (A.Amini-

Harandi, 2012).  

Tanım 3.13:       ikilisi bir metrik benzeri uzay ve       olmak üzere eğer      

ve      olacak Ģekilde bir {  }    ise   ve   noktalarına eĢit benzeri noktalar denir 

(Hosseini & Fosner, 2019). 

Teorem 3.14:   ve   noktaları eĢit benzeri noktalardır ancak ve ancak her      için  

                  dır (Hosseini & Fosner, 2019). 

Ġspat:  Varsayalım       eĢit benzeri noktalar olsun. Bu durumda Tanım 3.13 gereği 

             olacak Ģekilde bir {  }    vardır. ÇeliĢki elde etmek için 

varsayalım ki en az bir     vardır öyle ki                   sağlansın.    

     ve       olduğundan     için         vardır öyle ki      için 

           ve      için            sağlanır. Eğer        {     } seçilirse, 

                     elde edilir ki bu bir çeliĢkidir.  

Tersine, varsayalım ki her     için                   olsun. {  }    dizisinin 

             olacak Ģekilde farklı iki noktaya yakınsadığı gösterilmelidir.    
 

 
 

olarak tanımlansın. O halde varsayımdan, herhangi bir     için      vardır öyle ki  

     (  
 

 
 )    (  

 

 
 ). Gerçel sayıların ArĢimet özelliğini sağladığı bilindiğinden, 

verilen pozitif bir   için bir     vardır öyle ki 
 

 
  . Böylece herhangi bir     

için      (  
 

 
 )    (  

 

 
 )    (  

 

 
 )    (  

 

 
 )                  elde 

edilir. Bunun anlamı tüm     için en az bir     vardır öyle ki     için          

           ve            olduğudur. O halde              elde edilir. Bu 

durumda   ve   eĢit benzeri noktalardır.                                                                           
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Tanım 3.15:       ikilisi bir metrik benzeri uzay ve       olmak üzere eğer      

noktaları için                       eĢitsizliği sağlanıyorsa   ve   noktalarına 

tamamen ayrık noktalar denir (Hosseini & Fosner, 2019). 

Sonuç 3.16: Eğer   ve   noktaları tamamen ayrık noktalar ise bu noktalar eĢit benzeri 

olmayan noktalardır. Teorem 3.14‟ün değilinden   ve   noktaları tamamen ayrık 

noktalardır ancak ve ancak en az bir      öyle ki                   olduğu 

görülür. O halde uzayın tamamen ayrık noktaları için       Hausdorff bir uzaydır.  

Sonuç 3.17:       ikilisi bir metrik benzeri uzay olmak üzere    ve   noktaları 

tamamen ayrık noktalar ise bu noktaların her ikisine de yakınsayan hiçbir dizi yoktur 

(Hosseini & Fosner, 2019). 

Ġspat: Varsayalım ki   ve   noktaları tamamen ayrık noktalar olsun. ÇeliĢki elde etmek 

için {  }    dizisinin   ve   noktalarının her ikisine de yakınsadığını varsayalım.    

                       olmak üzere     
 

 
  olsun.              

olduğundan      için en az bir         vardır öyle ki         için,  

|              |     ve  |              |     sağlanır.  

      {     } seçilirse,  

     {|               | |               |}     elde edilir. Böylece,  

       |      |  |                | 

  |                                            | 

   |              |  |              |                  

                                        

 
 

 
(                    )                  

 
 

 
        

 

 
       

 

 
       olup, bunun anlamı                      

olduğundan çeliĢki elde edilir. O halde varsayım yanlıĢtır.                                               
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Not 3.18:     herhangi bir nokta olmak üzere, aĢağıdaki eĢitsizlikler sağlanır. 

       
 

 
       ve             { 

 

 
       

 

 
      }  (Hosseini & Fosner, 

2019). 

Uyarı 3.19: EĢit benzeri noktalar ve tamamen ayrık noktalar arasındaki mantıksal iliĢki 

aĢağıdaki Ģekilde yorumlanmaktadır.  

EĢit benzeri noktalardır.  Tamamen ayrık nokta değillerdir. 

Tamamen ayrık noktalardır.  EĢit benzeri nokta değillerdir.  

Lemma 3.20: Eğer   ve   noktaları eĢit benzeri noktalar ve   ve   noktaları eĢit benzeri 

noktalar ise o halde    ve   noktaları da eĢit benzeri noktalardır.  

Ġspat: Hipotezin sağlandığını varsayalım. Bu durumda Teorem 3.14‟ten, her     için 

                  ve benzer Ģekilde, her     için                   

olduğu açıktır.  

     olduğundan, bu durumda                   olup buradan, 

 (               )                        

         (                )    

              (                )     

      için                   

    ve   noktaları eĢit benzeri noktalardır.                                                                       

Tanım 3.21:       ikilisi bir metrik benzeri uzay ve     olsun. Bir      elemanı, 

her     için en az bir     vardır öyle ki |                |     eĢitsizliğini 

sağlıyorsa     ‟e  ‟nın bir kapanıĢ noktası denir.  ‟nin tüm kapanıĢ noktalarının 

kümesine  ‟nın kapanıĢı denir ve  ̅ Ģeklinde yazılır.  

 ̅  {     |            |                |   } kümesidir ve açıkça  

    ̅                           „dir (Hosseini & Fosner, 2019). 
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Teorem 3.22:       bir metrik benzeri uzay ve   kümesi  ‟in boĢtan farklı bir alt 

kümesi olsun.     ̅ ancak ve ancak en az bir {  }    öyle ki        sağlanır 

(Hosseini & Fosner, 2019). 

Ġspat:     ̅ olsun. O halde     olmak üzere her     
 

 
  için bir      vardır öyle 

ki |                 |  
 

 
 sağlanır ki bunun anlamı                          

olmasıdır. Sonuç olarak {  }    dizisi   ‟a yakınsaktır.  

Tersine varsayalım ki {  }    dizisi   ‟a yakınsak olsun. ġimdi gösterilmesi gereken 

    ̅ olduğudur.   herhangi bir pozitif sayı olsun. Bir     vardır öyle ki her     

için             „dur ki bunun anlamı              olmasıdır. Böylece     

keyfi olduğundan,     ̅ elde edilir.                                                                                

Tanım 3.23:       bir metrik benzeri uzay ve   kümesi  ‟in boĢtan farklı bir alt 

kümesi olmak üzere      ile   kümesi arasındaki uzaklık,  

           { |                |       } Ģeklinde belirlidir (Hosseini & 

Fosner, 2019). 

Teorem 3.24:       ikilisi bir metrik benzeri uzay ve       olsun. Bu durumda  

 ̅  {    |         } „dir (Hosseini & Fosner, 2019). 

Ġspat:  ̅  {    |          }  olduğu gösterilmelidir.  

    ̅                      

            |                   |      

                

          ‟dır. Böylece,  ̅  {    |          } olduğu görülür.  

Tersine eğer           ise,     ̅ olduğu gösterilmelidir.     olmak üzere her  

   
 

 
  için bir      vardır öyle ki |                 |  

 

 
 sağlanır. Teorem 

3.22‟den     ̅ elde edilir. Böylece   ‟a yakınsak olacak Ģekilde bir {  }    dizisi 
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vardır ve {    |          }   ̅  olduğu görülür. Sonuç olarak                            

 ̅  {    |         } elde edilir.                                                                             

Teorem 3.25:       ikilisi bir metrik benzeri uzay ve       olsun.  

i)    ̅  

ii)   ̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅    ̅  

iii)    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅    ̅     ̅  

iv)  ̅    

Ġspat:  i)  ‟nın kapanıĢının tanımında      seçilirse her     için istenilen eĢitsizlik 

sağlanır.  ‟nin kapanıĢının  ‟yi kapsayan en küçük kapalı küme olduğu görülür.  

ii) i‟den,  ̅    ̅ ̅̅ ̅̅ ̅  olduğu açıktır. Tersine,  

     ̅̅̅̅̅                        

          ̅    |                |      

            ̅    olup, Teorem 3.24‟ten,  

       ̅        { |                |      ̅}     

     ̅̅     ̅ ̅̅ ̅̅ ̅     ̅  elde edilir. O halde   ̅ ̅̅ ̅̅ ̅   ̅ „dır.  

iii)         ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅                            

                                        

                    veya                 

Varsayalım ki en az bir         için               ve                 

sağlansın.       {      } seçilirse                ve                  elde 

edilir. Bu durumda,                     elde edilir ki bu bir çeliĢkidir. O halde 

                   veya               olup, 
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     ̅ veya     ̅       ̅     ̅ elde edilir. 

     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅    ̅   ̅ . Tersine, eğer     ise, monotonluk özelliğinden  ̅   ̅ sağlanır.  

Böylece  ̅  {     |            |                |   } kümesi,  

 ̅  {     |              |                |   } kümesinde kapsanır. 

       ̅      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅                            

       ̅      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   

olduğundan,   ̅   ̅      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  elde edilir. Böylece    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅    ̅     ̅ elde edilir.  

(iv) Ġspatı açıktır.                                                                                                               

Örnek 3.26‟da bir metrik benzeri uzayda eĢit benzeri noktaları merkez kabul eden açık 

topların arakesitinin de bir açık küme olduğu gösterilmiĢtir.  

Örnek 3.26:       bir klasik metrik uzay ve       sabit bir eleman olsun.          

ve                      Ģeklinde tanımlansın. Bu durumda       bir metrik 

benzeri uzaydır. Gerçekten, 

(MB1)                                              ; 

(MB2)                                                        ; 

(MB3)                                           

                                            

                        olduğu görülür.  

        bu uzayın eĢit benzeri noktaları olsun. Bu durumda Teorem 3.14‟ten her 

     için                       dir.                    ‟nin bir açık küme 

olduğu gösterilmelidir.  

                     olduğundan en az bir                    vardır öyle ki 

|              |    ve |              |    sağlanır.  
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     {                    }             {                   }  

                     elde edilir. Varsayalım ki en az bir     için 

                          olsun.  Açık top tanımından, 

          |             |    

 |                           |    

 |             |    

                             

                  olduğundan, varsayalım ki                 olsun. 

                             elde edilir.  

                                

                              sağlandığından, varsayım yanlıĢtır. 

                    olup      için                           dir.         

Örnek 3.27:      ve          ;              {   } metrik benzeri 

dönüĢüm olmak üzere,  

i) Eğer her        için     ise,      için                  ve en az bir 

     vardır öyle ki            . 

ii) Eğer     ise her     için                 olur. 

Gerçekten        alalım ve varsayalım ki      olsun.    üzerinde metrik benzeri 

dönüĢüm             {   } olduğundan               elde edilir.           

alalım.  

Metrik benzeri uzaylarda açık top tanımından                          

olduğu görülür. Varsayımdan iki durum elde edilir:         ve      . 
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       ise           ve          olup buradan,  

                                          elde edilir ki bunun 

anlamı her     için           olmasıdır.  

       ise           ve          olup buradan, 

                                           elde edilir.  

Bunun anlamı her     için           olmasıdır. Böylece her ikisinden de her  

    için           olduğu görülür. ġimdi       için            olduğu 

görülmelidir. Bunun için varsayalım ki            olsun. Buradan, 

                                      

             elde edilir.  

       olduğundan       olup,          olarak alınırsa  

                            çeliĢki elde edilir.  

Böylece varsayım yanlıĢtır. En az bir      vardır öyle ki            olur.   

i) den varsayım     ise her     için                 elde edilir. Diğer yandan 

eğer     ise yine i)den                 olup, eğer     ise her     için 

                elde edilir.  

Önerme 3.28:        ve        iki metrik benzeri uzay olsun.  

                        ve                    olmak üzere 

       √                       Ģeklinde tanımlandığında   dönüĢümü     

üzerinde bir metrik benzeri dönüĢümdür.  

        ikilisine de iki metrik benzeri uzayın kartezyen çarpım uzayı denir.  

Örnek 3.29:              {                   } dönüĢümü ile elde edilen 

         ikilisi ve                              dönüĢümü ile elde edilen            

         ikilisi, iki metrik benzeri uzayın kartezyen çarpım uzaylarıdır. 
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Tanım 3.30: Metrik benzeri uzayların kartezyen çarpım uzayında        -merkezli 

    yarıçaplı açık top 

  (         )  {            | (               )   (               )|  } 

Ģeklinde tanımlıdır.  

Örnek 3.31: Önerme 3.28 ve Tanım 3.30 gereğince,   dönüĢümü 

 (               )  √         
           

  Ģeklinde alındığında, 

       -merkezli     yarıçaplı açık top 

  (         )   

{            |√                      √                     |  }  

olarak elde edilir.  

Özel olarak        ve       klasik Öklid metriği seçilirse açık topun ifadesi, 

  (         )  {            |√|     |  |     |  |  } olur.  

Burada √|     |  |     |   ifadesi her zaman büyük eĢit sıfır olduğundan,  

√|     |  |     |     |     |
  |     |

      

olup düzlemde        -merkezli     yarıçaplı açık top elde edilir. 
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4.BULANIK METRĠK BENZERĠ UZAYLAR VE SABĠT NOKTA 

TEOREMLERĠ  

Bu bölümde Shukla ve Abbas (2014) tarafıdan metrik benzeri yapının Geroge ve 

Veeramani anlamındaki bulanık metrik uzaylarda incelenmesi sonucu elde edilen 

bulanık metrik benzeri uzaylar ve bazı sabit nokta teoremleri tanıtılmıĢtır. Elde edilen 

sonuçlar George ve Veeramani anlamında bulanık metrik uzayların bir 

genelleĢtirmesidir.  

Tanım 4.1:     bir küme,   sürekli t-norm ve             üzerinde bir bulanık 

küme olsun.   bulanık kümesi her         ve       için,   

(BMB1)           ; 

(BMB2)               ; 

(BMB3)                  ; 

(BMB4)                                

(BMB5)                       süreklidir, 

koĢullarını sağlıyorsa  ‟ye sürekli t-norm ile birlikte   üzerinde bir bulanık metrik 

benzeri ve         üçlüsüne de bir bulanık metrik benzeri uzay (BMBU) denir (Shukla 

ve Abbas (2014)). 

Uyarı 4.2: Bir bulanık metrik benzeri uzayda her     ve bazı     (veya her      

için            olabileceğinden (BMB2) özelliği hariç bulanık metrik uzayın tüm 

özelliklerini sağlar. Ayrıca birim dönüĢümle birlikte, açıkça her     ve her     için 

           iken, her bulanık metrik uzay aynı zamanda bir bulanık metrik benzeri 

uzaydır (Shukla ve Abbas (2014)). 

Not 4.3: Tanım 2.3.4 (BM2) özelliği ile Tanım 4.1 (BMB2) özelliği karĢılaĢtırıldığında, 

Tanım 2.3.4 (BM2)‟de     iken   ve  ‟nin yakınlık derecesinin mükemmel veya 

basitçe „1‟ olduğu yani her     ve her     için            olduğu görülür. 

Ancak bulanık metrik benzeri uzaylarda Tanım 4.1 (BMB2)‟de     olduğunda 
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           olabileceğinden, bulanık metrik benzeri uzayların   ve  ‟nin yakınlık 

derecesinin mükemmel olmadığı durumlarda uygulanabileceği görülür (Shukla ve 

Abbas (2014)). 

Önerme 4.4:       bir metrik benzeri uzay, sürekli t-norm        ve   bulanık 

kümesi            ve     olmak üzere her       ve     için    

         
   

            
 kuralıyla belirli olsun. Böylece         üçlüsü bir bulanık 

metrik benzeri uzaydır. Burada       herhangi bir metrik benzeri uzay olduğundan her 

metrik benzeri uzayın bir bulanık metrik benzeri uzay ürettiği görülür. Ayrıca özel 

olarak         alındığında, her       ve     için          
 

          
 olup 

        üçlüsü standart bulanık metrik benzeri uzay olarak adlandırılır  (Shukla ve 

Abbas (2014)).  

Örnek 4.5:      ,      ve     olsun. Her           için sürekli t-norm 

       ve           üzerinde   bulanık kümesi her       ve     için 

         
  

          {   }   
 Ģeklinde belirli olsun. Bu durumda her       için 

           {   } dönüĢümü   üzerinde bir metrik benzeri dönüĢüm olduğundan 

        bir bulanık metrik benzeri uzaydır. Ancak burada her     ve     için 

         
  

       
   olduğundan         bir bulanık metrik uzay değildir (Shukla 

ve Abbas (2014)). 

Örnek 4.6:      ve sürekli t-norm        olmak üzere,           

üzerinde   bulanık kümesi her       ve     için           
 

 
    {   }

 

  kuralıyla 

belirli olsun. Bu durumda her       için            {   } dönüĢümü   üzerinde 

bir metrik benzeri dönüĢüm olduğundan         bir bulanık metrik benzeri uzaydır. 

Fakat her     ve     için           
 

 
 
  

   olduğundan         bir bulanık 

metrik uzay değildir (Shukla ve Abbas (2014)).   

Not 4.7: ġekil 4.1‟de            ve     için           
 

 
    {   }

 

‟nin grafiği 

verilmiĢtir.       olduğu durum hariç her    ,     için           ‟dir. 
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              ġekil 4.1.     için   bulanık kümesi 

 

Tanım 4.8:         bir bulanık metrik benzeri uzay ve {  } bu uzayda bir dizi olsun. i) 

Her     için                            olacak Ģekilde bir     varsa {  } 

dizisi    ‟e yakınsaktır denir.  

ii) Her     ve     için                     limiti var ve sonlu ise {  } dizisine 

Cauchy dizisi denir.  

iii)        ‟da her {  } Cauchy dizisi bir    ‟e yakınsak öyle ki her     ve     

için                                                oluyorsa,        ‟a 

tam bulanık metrik benzeri uzay denir (Shukla ve Abbas (2014)). 

Uyarı 4.9: Bir bulanık metrik benzeri uzayda yakınsak bir dizisin limitinin tek olması 

gerekmez. Örneğin         bulanık metrik benzeri uzayı       alınarak Örnek 

4.5‟teki Ģekilde tanımlansın.  ‟de {  } dizisi her     için    
 

 
 kuralıyla belirli 

olsun. Eğer     ise her     için  

                
 

       {    }  
    

   
 

 

   
           olup, böylece {  } 

dizisinin     olan her    ‟e yakınsadığı görülür (Shukla ve Abbas (2014)). 

Uyarı 4.10:  Bir bulanık metrik benzeri uzayda yakınsak bir dizinin Cauchy dizisi 

olması gerekmez. Uyarı 4.9‟da verilen         bulanık metrik benzeri uzayını ele 

alalım.  ‟de {  } dizisi her     için            kuralıyla belirli olsun.  
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Burada     ise her     için 

   
   

          
 

       {    }  
    

   
 

 

   
           

olup, böylece {  } dizisinin     olan her    ‟e yakınsadığı görülür. Fakat 

                    limiti var olmadığından {  } dizisi bir Cauchy dizisi değildir 

(Shukla ve Abbas (2014)). 

Tanım 4.11:         bulanık metrik benzeri uzay olsun. Eğer en az bir         vardır 

öyle ki her         ve       için 
 

              
    * 

 

        
  + eĢizsizliği 

sağlanıyorsa        dönüĢümüne bir bulanık daralma dönüĢümü denir. Burada    

sabiti   ‟nin bulanık daralma sabiti olarak adlandırılır (Shukla ve Abbas (2014)). 

Teorem 4.12:         bir tam bulanık metrik benzeri uzay ve         bulanık daralma 

sabiti ile birlikte        bir bulanık daralma dönüĢümü olsun. Bu durumda   

dönüĢümü her     için            olacak Ģekilde tek bir     sabit noktaya 

sahiptir (Shukla ve Abbas (2014)). 

Örnek 4.13: :           ve sürekli t-norm        olsun.  

          üzerinde F bulanık kümesi ise her               için          

 

       {   }  
 kuralıyla belirli olsun. Bu durumda,         bir tam bulanık metrik benzeri 

uzaydır.  

      ;       {
                        
 

 
                      

kuralıyla belirli olduğunda   dönüĢümü   *
 

 
  ) daralma sabiti ile birlikte   üzerinde 

bir bulanık daralma dönüĢümüdür (Shukla ve Abbas (2014)). 

Teorem 4.14:         bir tam bulanık metrik benzeri uzay ve         bulanık daralma 

sabiti ile birlikte        bir bulanık daralma dönüĢümü olsun. Her      ve     

için                          olacak Ģekilde en az bir       olduğunu varsayalım. 
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Bu durumda      ,  ‟nin tek sabit noktasıdır ve her      için             ‟dır 

(Shukla ve Abbas (2014)). 

Not 4.15: Teorem 4.14‟te bir bulanık metrik benzeri uzayda bulanık daralma 

dönüĢümünün sabit noktasının öz bulanık mesafesinin her zaman „1‟ olduğu 

görülmektedir. Yani bulanık daralma dönüĢümünün sabit noktasının kendine yakınlığı 

mükemmeldir (Shukla ve Abbas (2014)). 

Teorem 4.16:         bir tam bulanık metrik benzeri uzay olsun. Her         için 

                 ve           olmak üzere          dönüĢümü her         

ve       için                             koĢullunu sağlayan bir dönüĢüm olsun. 

Bu durumda   tek bir       sabit noktaya sahiptir ve her     için            ‟dır 

(Shukla ve Abbas (2014)). 
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5.SEZGĠSEL BULANIK METRĠK BENZERĠ UZAYLAR 

Bu bölüm içerisinde sezgisel bulanık metrik benzeri uzaylar ve sabit nokta teoremleri, 

sezgisel bulanık metrik benzeri uzaylarda      -daralma dönüĢümü ve tam sezgisel 

bulanık metrik benzeri uzaylar ve sabit nokta teoremleri tanıtılmıĢtır.  

5.1.Sezgisel Bulanık Metrik Benzeri Uzaylar  

Bu kısımda sezgisel bulanık metrik benzeri uzaylar kavramı tanıtılacaktır.  

Tanım 5.1.1:   herhangi boĢtan farklı bir küme,   sürekli t-norm ve   sürekli t-conorm 

ve     dönüĢümleri           üzerinde bulanık kümeler olmak üzere, eğer her 

        ve       için,  

(SBMB1)                      ; 

(SBMB2)            ; 

(SBMB3)                    ; 

(SBMB4)                   ; 

(SBMB5)                                 ; 

(SBMB6)                        sürekli; 

(SBMB7)            ; 

(SBMB8)                    ; 

(SBMB9)                    ; 

(SBMB10)                                 ; 

(SBMB11)                        sürekli, 

özelliklerini sağlıyorsa             beĢlisine bir sezgisel bulanık metrik benzeri uzay 

(SBMBU) denir. Burada   ve   dönüĢümleri sırasıyla   ve    ikili iĢlemleri ile birlikte 

  üzerinde sezgisel bulanık benzeri olarak adlandırılırlar.  
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Uyarı 5.1.2: Tanım 2.4.1 ve Tanım 5.1.1‟deki (SBM3) ile (SBMB3) ve (SBM8) ile 

(SBMB8) özellikleri karĢılaĢtırılarak incelediğinde, bir SBMBU‟da     olması 

durumunda          değerinin 1‟den küçük ve          değerinin 0‟dan büyük 

olabileceği görülmektedir. Ancak bir SBMU‟da     olması durumunda            

ve            olduğu yani    ve   değerlerinin üye olma ve üye olmama değerlerinin 

kesin olarak sırasıyla 1 ve 0 olduğu gözlemlenmektedir. Bu durum SBMU‟da 

           iken   ve  ‟nin üye olma derecelerinin mükemmel olması olarak 

yorumlandığında, sezgisel bulanık metrik benzeri uzaylarda     iken,             

olabileceğinden   ve  ‟nin yakınlık derecelerinin mükemmel olmadığı durumda da 

uygulanabileceğini söyler. Benzer Ģekilde SBMU‟da            iken   ve  ‟nin üye 

olmama dereceleri mükemmel değil olarak yorumlanırsa, sezgisel bulanık metrik 

benzeri uzaylarda            olabileceğinden   ve  ‟nin yakınlık derecelerinin 

mükemmel olmadığı durumda da uygulanabileceğini söyler. Sonuç olarak her     

(veya bazı    ‟ler) ve her     için            ve            olduğu durum 

hariç her SBMBU, SBMU‟ın bütün özelliklerini sağladığı ve ayrıca her     ve her 

    için            ve            olduğundan, her SBMU birim dönüĢümle 

birlikte aynı zamanda bir SBMBU olduğunu görülmektedir.  

Tanım 5.1.3:              bir sezgisel bulanık metrik benzeri uzay olsun.  Her 

            ve     için  -merkezli,   değiĢkenine bağlı  -yarıçaplı açık top 

          {                                  } olarak tanımlanır. Böylece, 

         {                                öyle ki             } ailesi   

üzerinde bir topolojidir. 

Uyarı 5.1.4:  

(1) Eğer             bir SBMBU ise,         Shukla ve Abbas (2014) anlamında bir 

BMBU‟dır.  

(2) Her BMBU        , (      –       ) formunda bir SBMBU‟dır. Burada her 

          için                      ‟dir. 

Lemma 5.1.5:        bir metrik benzeri uzay ve         olsun. Her     için, 
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     {

       

   
       

  } eĢitsizliği sağlanmaktadır. 

Ġspat: Lemma 5.1.5‟teki eĢitsizlikten üç durum elde edilir.  

                   

                   

                                    

(1) ve (2) durumlarında eĢitsizliğin sağlandığı açıktır. Varsayalım ki (3) için de 

sağlansın. Tanım 3.2 (MB3)‟ten                         eĢitsizliği elde edilir. 

Genelliği bozmadan                          eĢitliğinin sağlandığını varsayalım. 

                 olduğundan,            öyle ki                   Buradan, 

                       elde edilir ve böylece Lemma 5.1.5‟teki ifade,  

      

      
     {

        

   
             

  } Ģeklinde yazılır. Gösterilmesi gereken,  

 

      
     {

  

   
       

  } eĢitsizliğinin sağlandığıdır. Bunu göstermek için sırasıyla 

azalan ve artan        
  

 
  ve      

  

     
  fonksiyonlarını alalım. Burada,  

    
  

        seçildiğinde,           iken,     { 
  

 
 

  

     
} ifadesinin en büyük 

değeri       „dir. Böylece               (
  

     )     , 
  

 
 

  

     
-  

 
 

      
 

 

          {
  

   
       

  } elde edilir.  

Eğer                       ise,  

         öyle ki  
 

 
                        „dir. Dahası, 

                                olduğundan,  

 

 
               ve  

 

 
                sağlanır.  
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Böylece, yukarıdaki eĢitsizliklerden,  

 

 

      

      
     ,

       

   
       

  - elde edilir ki bu, 

      

      
     ,

       

   
       

  - eĢitsizliğinin sağlandığını göstermektedir.                       

Önerme 5.1.6:       bir metrik benzeri uzay olsun. Her            için                   

       {   } ,           {   } ve     dönüĢümleri ise her      , 

    ,               için          
   

            
 ve           

       

           
 

Ģeklinde tanımlandığında             beĢlisi bir sezgisel bulanık metrik benzeri 

uzaydır.  

Ġspat:  

(SBMB1)                    
   

            
 

       

           
 

  
          

            
   

(SBMB2)           
   

            
   

(SBMB3)          
   

           
    

                              

     olduğundan                 

(SBMB4)           
   

           
 

   

           
          

(SBMB5)                              eĢitsizliğinin sağlandığı 

gösterilmelidir. Bunun için         ve           ve     olmak üzere, 

Lemma 4.5‟ten,  

  
       

       
     {  

        

   
   

        

   
}  
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     {

            

   
 
             

   
} 

 
       

               
    { 

   

           
 

   

            
} 

                              elde edilir. 

(SBMB6)                       sürekli olduğunu gösterelim. 

   
    

            
    

   

           
  

   
 

   
         

           

olup,          dönüĢümü süreklidir.  

(SBMB7)           
       

            
   

(SBMB8)           
       

            
                  

(SBMB9)           
       

           
 

       

           
          

(SBMB10)                                   eĢitsizliğinin sağlandığı 

gösterilmelidir. Açıkça, 

        

               
     {

       

           
  

       

           
} 

eĢitsizliğinin sağlandığı gösterilmelidir. Lemma 5.1.5‟ten,  

  
       

       
     {  

        

   
   

        

   
} 

 
               

       
     {

            

   
 
             

   
} 

 
       

               
    { 

   

           
 

   

            
} 
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      { 

   

           
 

   

            
} 

 
        

               
     {

       

           
  

       

           
} 

                     {                 } 

                                     

(SBMB11)                      sürekli olduğunu gösterelim. 

   
    

            
    

      

           
  

      

   
         

           

olup,          dönüĢümü süreklidir.                                                                                

Uyarı 5.1.7: Önerme 5.1.6‟da t-norm ve t-conorm sırasıyla çarpım t-norm          

ve Lukasiewicz t-conorm           {     }  alındığında da sağlanmaktadır.  

Uyarı 5.1.8: Önerme 5.1.6‟dan görülmektedir ki her metrik benzeri uzay bir sezgisel 

bulanık metrik benzeri uzay üretir.         alındığında her       ve     

için           
 

          
  ve          

       

         
 Ģeklinde tanımlı   ve   bulanık 

kümeleri ile belirli             beĢlisine standart sezgisel bulanık metrik benzeri uzay 

denir.  

Örnek 5.1.9:             bir standart sezgisel bulanık metrik benzeri uzay olsun.  

Tanım 5.1.3‟ten  -merkezli,   değiĢkenine bağlı  -yarıçaplı açık top          kümesi 

için özel olarak           ve     değerleri alınır ve             {   } 

olarak belirlenirse, bu durumda              ve              eĢitsizliklerini 

sağlayan           noktaları için            kümesi ġekil 5.1‟de gösterilmiĢtir. 

Benzer Ģekilde            için          ve          fonksiyonlarının davranıĢları 

ve       ile sınırlı bölge ġekil 5.2‟de gösterilmiĢtir.  
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         ġekil 5.1.           noktaları için   ve   fonksiyonlarının davranıĢları 

 

 

             ġekil 5.2.            için   ve   fonksiyonlarının davranıĢları 

 

Örnek 5.1.10:            ve       olsun. Her           için sürekli t-norm 

        ve t-conorm           {     } Ģeklinde belirli olmak üzere 

          üzerinde her       ve     için        bulanık kümeleri,   

         
  

          {   }  
 ve          

      {   } 

          {   }  
 Ģeklinde alınsın. 

Her          için             {   }   ikili iĢlemi   üzerinde bir metrik benzeridir. 

Böylece Önerme 5.1.6‟dan             beĢlisi bir sezgisel bulanık metrik benzeri 

uzaydır. Fakat her          ve     için,  
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   ve          

  

       
   olduğundan bir sezgisel bulanık 

metrik uzay değildir.  

Önerme 5.1.11:      ve        dönüĢümü   üzerinde herhangi bir metrik benzeri 

dönüĢüm olsun.  Her           için t-norm        ve t-conorm            

          {     } Ģeklinde belirli olmak üzere,           üzerinde her 

      ,     ve     için   ve   bulanık kümeleri           
       

   ve 

            
       

   Ģeklinde tanımlandığında             beĢlisi bir sezgisel 

bulanık metrik benzeri uzaydır.  

Uyarı 5.1.12: Önerme 5.1.11‟de sürekli t-norm         {   }  ve t-conorm 

           {   } alındığında da sağlanmaktadır.  

Örnek 5.1.13:              ve           {     } olsun.                   

            üzerinde   ve    bulanık kümeleri her       ve     için,  

          
 

 
    {   }

 

 ve           
 

    {   }
   

 
    {   }

 

  Ģeklinde belirli olsun.  

            {   } fonksiyonu   üzerinde bir metrik benzeri dönüĢümdür ve 

böylece Önerme 5.1.6 gereğince              beĢlisi bir sezgisel bulanık metrik 

benzeri uzaydır. Fakat her     ve     için          
 

 
 
 

    ve            

         
 

 
   

 
 
 

    olduğundan             beĢlisi bir sezgisel bulanık metrik uzay 

değildir. Gerçekten            olmak üzere    ve   dönüĢümlerinin farklı   ve   

değerleri ve sabit bir     parametresi için 3-boyutlu grafik üzerinde gösterdikleri 

davranıĢlar ġekil 5.3‟te   dönüĢümü için mavi renk ve   dönüĢümü için sarı renk ile 

gösterilmiĢtir. Benzer Ģekilde     ve aynı sabit     parametresi altında 3-boyutlu 

grafik üzerinde gösterdikleri davranıĢlar ise sırasıyla   dönüĢümü için ġekil 5.4 ve       

  dönüĢümü için ġekil 5.5‟te görülmektedir. 
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            ġekil 5.3.     için          ve         ‟nin grafiği 

 

 

 

 

           ġekil 5.4.     için         ‟nin grafiği 

 

 

 

 

           ġekil 5.5.     için         ‟nin grafiği 
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Örnek 5.1.14:      ve her           için sürekli t-norm ve sürekli t-conorm 

sırasıyla        ve           {     } olsun.             üzerinde 

       bulanık kümeleri her       için,  

          {

 

  
       

 

  
        

   

          

{
 
 

 
     

  
       

    

  
        

   

Ģeklinde tanımlandığında             beĢlisi bir sezgisel bulanık metrik benzeri 

uzaydır. Fakat her         için          
 

 
   ve          

 

 
   

olduğundan sezgisel bulanık metrik uzay değildir.  

Ġspat:             beĢlisinin Tanım 5.1.1‟deki özellikleri sağladığı gösterilmelidir. 

(SBMB1)       
 

   
    

    
  

       ve       
 

   
    

    
  

        

olduğundan                     sağlanır. 

(SBMB2)        için     ve      durumlarının her ikisinde de            

olmaktadır.  

(SBMB3)     ve            
 

  
               

    ve             
 

  
               

olduğundan                 elde edilir.  

(SBMB4)                    olduğu açıktır.  

(SBMB5)                               olduğu gösterilmelidir.  

           ve         olmak üzere, varsayalım ki        olsun.  
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       olduğundan,  

                   
 

  

 

  
  

 

   
 

 

  
            

olup, diğer durumlar benzer Ģekilde incelendiğinde de eĢitsizliğin sağlandığı 

görülmektedir.  

(SBMB6)                        dönüĢümünün sürekli olduğu gösterilmelidir. 

         ve       olmak üzere, 

    iken    
    

            
    

 

   
 

             

    iken    
    

            
    

 

   
 

             

olup,   dönüĢümü süreklidir.  

(SBMB7)                       olduğu (SBMB1)‟den bilinmektedir. Buradan  

                     olup             olduğundan            elde edilir.  

(SBMB8)              olsun.  

       
    

  
                       

      
    

  
                          

Böylece                 sağlanır.  

(SBMB9)                   olduğu açıktır.  

(SBMB10)                      olmak üzere, varsayalım ki           olsun.  

          {     }    ise eĢitsizliğin sağlandığı açıktır.  

         {     }      ise bu durumda, 
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               elde edilir.  

                                    

                          

  
        

    
  

          

    
  

  
   

  
   

 

  
   

  
 

  
   

 

  
 

 

  
    

  
    

  
 

    

  
 

    

  
  

elde edilir. Böylece                                  eĢitsizliği sağlanır. 

Diğer durumlar benzer Ģekilde incelendiğinde de eĢitsizliğin sağlandığı görülmektedir.  

(SBMB11)                      dönüĢümünün sürekli olduğu gösterilmelidir.  

                 olmak üzere, 

    iken    
    

            
    

    

   
    

             

    iken    
    

            
    

    

   
    

             

olup,   dönüĢümü süreklidir.                                                                                            

Uyarı 5.1.15: Örnek 5.1.14‟te t-norm           {        } ve t-conormu 

              Ģeklinde alındığında da sezgisel bulanık metrik benzeri uzay 

elde edilir. Fakat t-norm        {    } ve t-conorm            {   } 

alındığında,             beĢlisi bir sezgisel bulanık metrik benzeri uzay değildir.  
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Tanım 5.1.16:             beĢlisi bir sezgisel bulanık metrik benzeri uzay ve      

 ‟de bir dizi olsun.  

i)      için eğer                           ve                          

olacak Ģekilde bir     mevcut ise      dizisi    ‟e yakınsaktır denir.  

ii)          için                      ve                    limitleri var 

ve sonlu ise      dizisi  ‟de bir G-Cauchy dizisidir denir.  

iii)      için                        ve                      eĢitlikleri 

sağlanıyorsa      dizisi  ‟de bir M-Cauchy dizisidir denir.  

iv) Eğer  ‟de her      G-Cauchy dizisi bir    ‟e yakınsak öyle ki her    ,       

için, 

                              
   

              

                              
   

              

eĢitlikleri sağlanıyorsa             beĢlisi bir G-tam sezgisel bulanık metrik benzeri 

uzaydır.  

v) Eğer  ‟de her      M-Cauchy dizisi bir    ‟e yakınsak öyle ki her     , 

                              
     

            

                              
     

            

sağlanıyorsa             beĢlisi bir M-tam sezgisel bulanık metrik benzeri uzaydır.  

Not 5.1.17: Tezin devamında M(G)-Cauchy ve M(G)-tamlık kavramları hakkında 

detaylı bilgilere yer verilmiĢtir. M-Cauchy ve M-tamlık, G-Cauchy ve G-tamlıktan daha 

genel kavramlar olduğundan, bu kısımda elde edilen sonuçlar G-Cauchy ve G-tamlık 

tanımları referans alınarak yapılmıĢtır. G-Cauchy ve G-tamlık terimleri yerine kısaca 

Cauchy ve tam ifadeleri kullanılmıĢtır.  
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Uyarı 5.1.18: Bir sezgisel bulanık metrik benzeri uzayda yakınsak bir dizinin limiti tek 

olmayabilir. Örneğin Örnek 5.1.10‟da            ve  ‟de      dizisi her      için 

            
 

   
   Ģeklinde tanımlanırsa her     için     iken,  

   
   

            
 

      {    }
    

   

 

   
          

   
   

            
    {    }

      {    }
    

   

 

   
          

olup, böylece bu Ģekilde belirlenen      dizisi     olan her     elemanına yakınsar 

ve bu noktalar eĢit benzeri noktalar olur.  

Uyarı 5.1.19: Bir sezgisel bulanık metrik benzeri uzayda, yakınsak bir dizi Cauchy 

dizisi olmayabilir. Benzer Ģekilde Örnek 5.1.10‟da,           ve  ‟de      dizisi 

her      için              Ģeklinde tanımlanırsa, her     için     iken 

   
   

            
 

      {    }
    

   

 

   
          

   
   

            
    {    }

      {    }
    

   

 

   
          

olup, böylece bu Ģekilde belirlenen      dizisi     olan her     elemanına yakınsar 

fakat                      ve                    limitleri var olmadığından bu 

dizi bir Cauchy dizisi değildir.  

5.2.Sezgisel Bulanık Metrik Benzeri Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri 

Bu bölümde ilk olarak sezgisel bulanık metrik benzeri uzayda daralma dönüĢümü 

tanımlanmıĢ, ardından teoremler ve çeĢitli örnekler ile elde edilen sonuçlar 

desteklenmiĢtir.  

Tanım 5.2.1:             beĢlisi bir sezgisel bulanık metrik benzeri uzay olsun. Eğer 

en az bir         vardır öyle ki her                  için, 

 

              
    [ 

 

        
  ]                               
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eĢizsizlikleri sağlanıyorsa        dönüĢümüne bir sezgisel bulanık daralma 

dönüĢümü denir. Burada    sabiti   ‟nin sezgisel bulanık daralma sabiti olarak 

adlandırılır. 

Teorem 5.2.2:             beĢlisi bir tam sezgisel bulanık metrik benzeri uzay olsun.  

  ,  ‟nin sezgisel bulanık daralma sabiti olmak üzere         bir sezgisel bulanık 

daralma dönüĢümü olsun. Bu durumda   dönüĢümü her     için,            ve 

           olacak Ģekilde tek bir     sabit noktaya sahiptir.  

Ġspat: Bir                 için 

                                       kuralıyla belirli          dizisi 

tanımlansın. Eğer bir       için         ise bu durumda     ‟nin bir sabit 

noktasıdır.  ġimdi varsayalım ki her       için         olsun.     ve     için 

Tanım 5.2.1‟den, 

 

            
   

 

                  
   

  *
 

            
  +   

 

            
    elde edilir.  

                    ve           alınırsa,  

     için  
 

     
 

 

       
   elde edilir. Yukarıdaki eĢitsizliğe devam edilmesi 

halinde,  

 

     
 

  

     
                 

  

     
                   

 
  

     
       

elde edilir ve buradan her            için,  

 
  

     
     

                                                                                                              (5.1)  
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elde edilir.       ve     için,  

 (         )   (        
 

 
)    (          

 

 
) 

  (        
 

 
)   (          

 

  
)   (          

 

  
)  

  (        
 

 
)   (          

 

  
)   

… 

  (              
 

    
)   (            

 

    
) 

   (
 

 
)      (

 

  
)          (

 

    
)        (

 

    
) 

Yukarıdaki eĢitsizlikte EĢitsizlik (5.1) kullanılarak,  

 (         )  
 

  

  (
 
 )

     
 

 

    

  (
 
  )

       

   
 

      

  (
 

    )
         

 

 
 

  

  (
 
 )

  
 

 

    

  (
 
  )

  
   

 

      

  (
 

    )
  

  

Burada         olup, sürekli t-normun özelliği kullanılarak, yukarıdaki ifadeden her 

        için        (         )    elde edilir.  

Bir     ve     için benzer Ģekilde Tanım 5.2.1‟den,  

                                   elde edilir.            olduğundan 

                                                bulunur.  

                                alınırsa yukarıdaki eĢitsizlikten  

                                                elde edilir. 
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Bu eĢitsizliğin tekrarlı uygulanmasıyla,  

                       

                            

                              

… 

                               

                           

                      

olup, böylece her             için  

                                                                                                           (5.2) 

elde edilir. ġimdi        ve      için, 

 (         )   (        
 

 
)    (          

 

 
) 

  (        
 

 
)    (          

 

  
)    (          

 

  
) 

  (        
 

 
)    (          

 

  
)    

  (              
 

    
)   (            

 

    
) 

EĢitsizlik (5.2) kullanılarak,  

 (         )       (
 

 
)    (

 

  
)         (

 

    
)        (

 

    
)  

     [   (
 

 
)     (

 

 
)]       [   (

 

  
)     (

 

  
)]    
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        *   (
 

    )     (
 

    )+         *   (
 

    )     (
 

    )+  

Burada          olmak üzere, sürekli t-conormun özelliğinden             için 

       (         )    elde edilir. Böylece her     ve     için,  

       (         )    ve        (         )    olduğundan      dizisinin 

           ‟da bir Cauchy dizisi olduğu görülür.  

            bir tam sezgisel bulanık metrik benzeri uzay olduğundan, en az bir     

vardır öyle ki      ve     için, 

                       (         )                                             (5.3) 

                       (         )                                             (5.4) 

elde edilir. 

ġimdi    ‟nin  ‟nin bir sabit noktası olduğu gösterilmelidir. Bunun için Tanım 

5.2.1‟den,  

 

               
    [ 

 

         
  ]  

 

         
    

 

 
         

    
                 

ve 

                             elde edilir.  

Yukarıdaki elde edilen son eĢitsizlikler kullanılarak,  

             (       
 

 
)    (          

 

 
) 

  (       
 

 
)    (           

 

 
)             
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  (       
 

 
)  

 

 

 (     
 
 )

    
 

ve 

             (       
 

 
)    (          

 

 
) 

  (       
 

 
)    (           

 

 
) 

  (       
 

 
)              olduğu görülür. 

    için limit alınır ve yukarıdaki EĢitlik (5.3) ve (5.4) uygulanırsa,  

                                elde edilir ki bu         olmasıdır. 

Böylece       ‟nin bir sabit noktası olup her       için              ve 

            elde edilir. ġimdi  'nın  ‟nin tek bir sabit noktası olduğu gösterilmelidir. 

Varsayalım ki       ‟nin diğer bir sabit noktası olsun öyle ki bir        için 

           ve              sağlansın. Tanım 5.2.1‟den,  

 

        
   

 

              
    [ 

 

        
  ]  

 

        
    

                                                 olur. 

Bu ise bir çeliĢkidir. Her       için             ve              olduğundan 

    elde edilir. Böylece,       ‟nin bir tek sabit noktasıdır.                                     

Örnek 5.2.3:         ,   ve   ise sırasıyla        ve           {   } 

Ģeklinde tanımlansın.           üzerinde   ve   bulanık kümeleri her        ve 

      için,            
      {   }

  ve              
      {   }

  Ģeklinde belirli 

olsun. Bu takdirde             beĢlisi bir tam sezgisel bulanık metrik benzeri uzaydır.  
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Eğer           ;       {

                       
 

 
                   

 

 
                   

          

Ģeklinde tanımlanırsa, aĢağıdaki dokuz durum elde edilir. Bunlar;  

Durum 1: Eğer                               

Durum 2: Eğer                                    
 

 
  

Durum 3: Eğer                                   
 

 
  

Durum 4: Eğer                               
 

 
       

 

 
  

Durum 5: Eğer                               
 

 
       

 

 
  

Durum 6: Eğer                            
 

 
           

Durum 7: Eğer                            
 

 
           

Durum 8: Eğer                                
 

 
        

 

 
  

Durum 9: Eğer                               
 

 
        

 

 
  

Yukarıdaki durumların tümünde Tanım 5.2.1‟de verilen sezgisel bulanık daralma 

dönüĢümünün sağlandığı görülür. Böylece     * 
 

 
  ) daralma sabitiyle birlikte   bir 

sezgisel bulanık daralma dönüĢümüdür ve Teorem 5.2.2‟nin tüm koĢulları sağlanır. 

    ,  ‟nin tek sabit noktasıdır ve her     için            ,            olur. 

Eğer her               için   üzerinde bulanık kümeler            
           

  ve 

            
           

  Ģeklinde tanımlanırsa   dönüĢümü bir sezgisel bulanık 

daralma dönüĢümü değildir. Burada her       için       klasik metrik uzay ve 

                    Ģeklinde tanımlanan   dönüĢümü   üzerinde metrik benzeri 

dönüĢümdür.  
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        |     | ve            alınırsa, 

 

              
    [ 

 

        
  ] 

 
 

 
    |         | 

 

    [
 

 
    |   | 

 

  ] 

  
  |         |

     [ 
  |   |

   ]   
 
     [  

 
   ]      

olup, yukarıdaki eĢitsizliği sağlayan hiçbir         yoktur.  

Sonuç 5.2.4:             beĢlisi bir tam sezgisel bulanık metrik benzeri uzay ve 

         dönüĢümü            olmak üzere her               ve bir       

için aĢağıdaki eĢitsizlikleri sağlayan bir dönüĢüm olsun. 

 

                
    [ 

 

        
  ] 

                           

Bu durumda   tek bir       sabit noktaya sahiptir ve her     için  

                         ‟dır.  

Ġspat: Teorem 5.2.2‟den her     için                           olduğundan, 

     ,  ‟nin tek sabit noktasıdır.           (     )       olduğundan     ‟da 

  ‟nin bir sabit noktasıdır ve böylece  ‟nin sabit noktası tektir.                                      

Teorem 5.2.5:             beĢlisi bir tam sezgisel bulanık metrik benzeri uzay ve 

         dönüĢümü     daralma sabiti ile birlikte bir sezgisel bulanık daralma 

dönüĢümü olsun. Varsayalım ki en az bir        vardır öyle ki her            için 

                                                      olsun. Bu durumda, 

     ,  ‟nin tek sabit noktasıdır ve her     için                          ‟dır.  

Ġspat: Her            için                                         olsun. 

Hipotezden her            için             ve             elde edilir. 
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Aslında, bir      için                     ve                     olup 

Tanım 5.2.1‟den, 

 

        
   

 

 (      (    )  )
   

  [ 
 

           
  ]   [ 

 

     
  ]  

 

     
   

elde edilir ve benzer Ģekilde  

          (      (    )  )     

                          elde edilir.  

Böylece                ve                olup        bulunur ki bu bir 

çeliĢkidir. Sonuç olarak her     için  

                     ve                      elde edilir.  

Böylece         olup Teorem 5.2.2‟nin ispatına benzer Ģekilde  ‟nin sabit noktasının 

tek olduğu görülebilir. Eğer bir     için            ve            ise Tanım 

5.2.1‟den, 

 

        
   

 

              
    [ 

 

        
  ]  

 

        
   

                                                  

olup, çeliĢki elde edilir. Böylece                           olduğu görülür.          

Örnek 5.2.6:             ve sürekli t-norm ile sürekli t-conormu 

         {       } ve           {     }  Ģeklinde alalım. Her 

      ve     için   ve   bulanık kümeleri             
    {   }

   
  ve 

         
    {   }

   
 olsun. Bu durumda             beĢlisi bir sezgisel bulanık 

metrik benzeri uzaydır fakat tam değildir.  
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Gerçekten          dönüĢümünü aĢağıdaki Ģekilde tanımlayalım.  

     {

 

 
    *  

 

 
+      

 

 
      (

 

 
  +     

  

    *
 

 
  ) sezgisel bulanık daralma sabiti ile birlikte   bir sezgisel bulanık daralma 

dönüĢümüdür. Burada her     ve      için  

                                         

                                       ‟dır.  

Böylece Teorem 5.2.5‟in tüm koĢulları sağlanır ve    ,  ‟nin tek sabit noktasıdır.  

Burada aĢağıdaki sekiz durum elde edilir.  

Durum 1: Eğer                              

Durum 2: Eğer                            
 

 
  

Durum 3: Eğer                     
 

 
           

Durum 4: Eğer                   
 

 
         

 

 
   

Durum 5: Eğer     (  
 

 
)         (  

 

 
)            

 

 
        

 

 
  

Durum 6: Eğer     (  
 

 
)         (

 

 
  )            

 

 
        

 

 
  

Durum 7: Eğer     (
 

 
  )         (

 

 
  )            

 

 
        

 

 
  

Durum 8  Eğer     (
 

 
  )         (  

 

 
)            

 

 
        

 

 
  

Yukarıdaki tüm durumlar Tanım 5.2.1‟de yer alan sezgisel bulanık metrik benzeri 

uzaylardaki daralma dönüĢümü koĢullarını sağlar. Böylece   dönüĢümü     * 
 

 
   ) 
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daralma sabiti ile birlikte bir sezgisel bulanık daralma dönüĢümüdür. Dahası her     

ve     için, 

              
    {   }

   
                

            
    {   }

   
               

eĢitsizlikleri sağlanır ve      ‟nin tek sabit noktasıdır ve her      için  

                       ‟dır.                                                                                    

Teorem 5.2.7:             beĢlisi bir tam sezgisel bulanık metrik benzeri uzay ve 

her         için                 ,                  ve          

dönüĢümü           olmak üzere her               için  

                          ve                             

koĢullarını sağlayan bir dönüĢüm olsun. Bu durumda   tek bir       sabit noktaya 

sahiptir ve her     için                           ‟dır.  

Ġspat:              beĢlisi bir tam sezgisel bulanık metrik benzeri uzay olsun.  Bir 

     ve her      için 

                                                 kuralıyla belirli 

        dizisi tanımlansın. Eğer bir     için         ise bu durumda     ‟nin 

bir sabit noktasıdır. Varsayalım ki  her     için         olsun.     ve     için 

hipotezde belirtilen koĢullardan her     ve       için,  

                                 (        
 

 
)  

                                 (        
 

 
)  

elde edilir.  

                   ve                     
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olarak belirlenir ve yukarıdaki ifade tekrarlı olarak uygulanırsa,  

                                                                   

                       (          
 

 
)     (      

 

  )  

          (
 

  )                                                                                                      (5.5)  

eĢitsizliği elde edilir. Benzer Ģekilde      ve       için  

         (
 

  )                                                                                                          (5.6)  

eĢitsizliği elde edilir.     ve       ise bu durumda,  

 (         )   (        
 

 
)    (          

 

 
) 

  (        
 

 
)   (          

 

  
)   (          

 

  
) 

  (        
 

 
)   (          

 

  
)     (              

 

    
) 

  (            
 

    
) 

   (
 

 
)      (

 

  
)          (

 

    
)        (

 

    
) 

ve 

 (         )   (        
 

 
)    (          

 

 
) 

  (        
 

 
)    (          

 

  
)    (          

 

  
) 

  (        
 

 
)    (          

 

  
)     (              

 

    
) 
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  (            
 

    
) 

   (
 

 
)      (

 

  
)          (

 

    
)        (

 

    
) 

Yukarıdaki eĢitsizliklerde sırasıyla elde edilen EĢitsizlik (5.5) ve (5.6) uygulanırsa, 

 (         )    (
 

   
)    (

 

      
)      (

 

          
)  

 (         )    (
 

   
)    (

 

      
)       (

 

          
) 

elde edilir.           olduğundan                  ve                  ve 

sürekli t-norm ve sürekli t-conormun özelliğinden yukarıdaki son ifadeden her    , 

      için, 

   
   

 (         )            

   
   

 (         )             

elde edilir. Böylece      dizisi             SBMBU„da bir Cauchy dizisidir ve 

            bir tam sezgisel bulanık metrik benzeri uzay olduğundan en az bir       

vardır öyle ki her             için aĢağıdaki ifadeler elde edilir. 

                         (         )                                            (5.7) 

                         (         )                                            (5.8) 

ġimdi     ‟in  ‟nin sabit noktası olduğu gösterilmelidir.  

Bunu göstermek için, her      ve       için aĢağıdaki Ģekilde devam edilirse, 

hipotezden 

             (       
 

 
)   (          

 

 
) 

  (       
 

 
)   (           

 

 
) 
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  (       
 

 
)   (     

 

  
) 

ve 

             (       
 

 
)   (          

 

 
) 

  (       
 

 
)    (           

 

 
) 

  (       
 

 
)   (     

 

  
) 

elde edilir.        için EĢitlik (5.7) ve (5.8) kullanılarak limit hesaplanırsa, 

               ve                bulunur. Böylece        ‟nin sabit noktasıdır 

ve her       için             ve             ‟dır. Sabit noktanın tekliğini 

göstermek için, varsayalım ki    ‟nin bir baĢka sabit noktası olsun.  

Hipotezdeki koĢullar kullanılarak,  

                                  
 

 
   

                                  
 

 
    

elde edilir. Bu durumda her     için, 

                
 

 
  ve            (    

 

 
) elde edilir.  

Yukarıdaki eĢitsizlikler her     için sağlandığından, her     için,  

           (    
 

  ) ve            (    
 

  )
 

dir. 

ġimdi     için limit hesabı yapılırsa, her       için                  ve 

                 olduğundan                           elde edilir. Böylece 

    olduğu görülür. O halde sabit nokta tektir.                                                             

Bir sonraki örnekte her       için Teorem 5.2.7‟de verilen                  ve  
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                 koĢullarının gerekli olduğu açıklanmaya çalıĢılmıĢtır. Bu koĢullar 

olmadan  ‟nin sabit noktasının olmayacağı gösterilmiĢtir.  

Örnek 5.2.8:     {   } ve      sabit bir doğal sayı olsun.  

Sürekli t-norm          {       } ve t-conorm               

Ģeklinde ve           üzerinde   ve   bulanık kümeleri ise 

                      
 

 
  ,                          

 

 
  

                     
 

 
 ,                      

 

 
 

Ģeklinde belirli olsun. Bu durumda             beĢlisi bir tam sezgisel bulanık metrik 

benzeri uzaydır. Gerçekten,          dönüĢümü                  kuralıyla 

belirlenirse her       için                  ve                  koĢulları 

hariç, keyfi bir        için Teorem 5.2.7‟nin bütün koĢulları sağlanır. Böylece,   

 ‟de hiçbir sabit noktaya sahip değildir.  

5.3.Sezgisel Bulanık Metrik Benzeri Uzaylarda (   )-Daralma DönüĢümü  

Bu bölümde sezgisel bulanık metrik uzaylarda Priskillal ve Thangavelu (2017) 

tarafından tanımlanan       -daralma dönüĢümü kavramı kullanılarak, sezgisel bulanık 

metrik benzeri uzaylarda      -daralma dönüĢü tanımlanmıĢ ve sabit nokta teorisinin 

sonuçları geniĢletilmiĢtir.      Cauchy dizisi ve     tam sezgisel bulanık metrik 

benzeri uzaylar tanımlanarak, sezgisel bulanık metrik benzeri uzaylarda elde edilen 

Cauchy dizisi ve tamlık tanımları sunulmuĢtur. Sonuçların önemini vurgulayan çeĢitli 

örneklere yer verilmiĢtir.  

Tanım 5.3.1:                  tanımlı ve aĢağıdaki koĢulları sağlayan fonksiyonlar 

olmak üzere   ailesi     fonksiyonlarının bir ailesidir.  

       azalmayandır; 

                                ; 

Eğer                                       
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       azalmayandır; 

                      
   

         

Eğer                                        (Priskillal ve Thangavelu, 

(2017)). 

Örnek 5.3.2: AĢağıdaki Ģekilde tanımlanan                  fonksiyonları   ailesine 

aittir (Priskillal ve Thangavelu, (2017)). 

                   
  

   
 

                
 

   
  

Tanım 5.3.3:             bir sezgisel bulanık metrik benzeri uzay ve         olsun. 

Eğer her     ve       için   

                (        ) ve                  (        )  

koĢulları sağlanıyorsa          dönüĢümüne sezgisel bulanık       -daralma 

dönüĢümü denir ve   ‟ye      ‟ya göre  -daralma dönüĢümü denir. 

Uyarı 5.3.4: Her           için       
 

        
 ve       

  

        
 olarak 

tanımlandığında,   daralma sabiti ile birlikte her sezgisel bulanık daralma dönüĢümünün 

bir      -daralma dönüĢümü olduğu görülür.                

Önerme 5.3.5: Bir sezgisel bulanık      -daralma dönüĢümü süreklidir.  

Ġspat:          bir sezgisel bulanık      -daralma dönüĢümü ve {  } dizisi  ‟de, 

   ‟e yakınsak bir dizi olsun. Bu durumda,  

                         ve                         ‟dir. 

  bir sezgisel bulanık       – daralma dönüĢümü olduğundan, 

                              (         )                            
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                              (         )                           

elde edilir. Böylece, 

                               ve                                olup 

  sezgisel bulanık       - daralma dönüĢümü süreklidir.                                                

Teorem 5.3.6:             bir tam sezgisel bulanık metrik benzeri uzay ve          

     -daralma dönüĢümü olsun. Bu durumda      ,  ‟nin tek bir sabit noktasıdır.  

Ġspat: T bir      -daralma dönüĢümü olsun. Bir        ve      için (    dizisi 

           kuralıyla belirli olsun. Eğer          
 eĢitliğini sağlayan bir      

varsa bu durumda    
 T‟nin bir sabit noktasıdır.  

Tersine, her     için,         olsun. Bu durumda sabit bir     için, 

                                

               

                       

                      

              

    için limit alınırsa,                      elde edilir. 

                                  

               

                     

                 … 

              

    için limit alınırsa,                        elde edilir. 
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 (         )   (        
 

 
)     (            

 

 
) 

    için limit alınırsa, 

   
   

 (         )     
   

 (        
 

 
)       

   
 (            

 

 
) 

                  

Böylece        (         )    elde edilir. Yine      için, 

                                

               

                       

                      

              

    için limit alınırsa,                      elde edilir. 

Benzer Ģekilde,                          

 (         )   (        
 

 
)      (            

 

 
) 

    için limit alınırsa, 

   
   

 (         )     
   

 (        
 

 
)       

   
 (            

 

 
) 

                 

Böylece        (         )    elde edilir.  

O halde     ,  ‟de bir Cauchy dizisidir.             bir tam SBMBU olduğundan, en 

az bir       vardır öyle ki her             için, 
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                       (         )             ve 

                       (         )             olur. 

ġimdi      ‟in  ‟nin bir sabit noktası olduğu gösterilmelidir.  

Tanım 5.3.3 kullanılarak, 

             (        
 

 
)   (          

 

 
) 

  (        
 

 
)   (           

 

 
)   (        

 

 
)     (     

 

 
)  

ve 

             (        
 

 
)   (          

 

 
) 

  (        
 

 
)   (           

 

 
)   (        

 

 
)     (     

 

 
)  

      limit alınır ve yukarıdaki eĢitsizlikler uygulanırsa, 

               ve               elde edilir.  

Böylece          olup, sabit noktanın varlığı gösterilmiĢ olur. ġimdi   ‟nin sabit 

noktası  ‟in tekliği gösterilmelidir. Varsayalım ki  ,  ‟nin bir diğer sabit noktası olsun. 

Buradan,  

                           (        )               

elde edilir.     için limit alınırsa                  (        )    olup 

             bulunur. Yine     için, 

                           (        )      (        ) 

elde edilir.     için limit alınırsa                  (        )    olup 

             bulunur. 
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Böylece     elde edilir. O halde  ‟nin sabit noktası vardır ve biriciktir.                      

Örnek 5.3.7:           ve   üzerinde metrik benzeri dönüĢüm         |   | 

Ģeklinde tanımlı olsun. t-norm        ve t-conorm          {     } 

Ģeklinde belirli ve     bulanık kümeleri ise her       ve       için, 

          
 

        
 ve           

      

        
 Ģeklinde belirli olsunlar.  

Bu durumda,             beĢlisi bir tam SBMBU‟dır. Eğer         dönüĢümü 

      
   

 
 Ģeklinde tanımlanır,                    dönüĢümleri ise her           

ve       için      
  

    
         

 

    
 olarak alınırsa,  

                 (        ) 

  (
   

 
 
   

 
  )  

         

           
 

 
 

   (
   

  
   

 )
 

  
        

  
        

  
 

 
 

  |
   

  
   

 |
 

  
  |   |

  
  |   |

  
 

 
 

  
|   |

 

 
  

   |   |
 

 

  
|   |

 

 

   
|   |

 
   

|   |

 
       

                (        ) 

  (
   

 
 
   

 
  )  
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 (

   
  

   
 )

    (
   

  
   

 )
 

      
        

   (
      

        
)
  

 
|
   

  
   

 |

  |
   

  
   

 |
 

|   |
  |   |

   (
|   |

  |   |
)

 

  

|   |
 

  
|   |

 

 
|   |

   |   |
   

 
|   |

   |   |
 

|   |

   |   |
 

     |   |        |   |        

olup,     ve     elde edildiğinden   dönüĢümü bir      -daralma dönüĢümüdür 

ve „3‟ bu dönüĢümün sabit noktasıdır.  

5.4.Tam Sezgisel Bulanık Metrik Benzeri Uzaylar ve Sabit Nokta Teoremleri 

Bulanık metrik uzaylar içerisinde Cauchy dizileri ve uzayın tamlığı kavramları için iki 

farklı tanım yer almaktadır. Bunlar sırasıyla Grabiec (1988) anlamında  -Cauchy dizisi 

ve  -tamlık; George ve Veeramani (1994) anlamında  -Cauchy dizisi ve  -tamlık 

tanımlarıdır. Grabiec'in tamlık tanımı Kramosil ve Michalek anlamındaki bulanık 

metrik uzaylarda Banach daralma dönüĢümünün bulanık versiyonunu elde etmek için 

yararlıdır. Ancak kompakt bir bulanık metrik uzayın Grabiec anlamında tam olmadığı 

Tirado (2012) tarafından gösterilmiĢtir. Öte yandan George ve Veeramani'nin tamlık 

tanımı, Grabiec'in tanımına kıyasla daha kapsayıcıdır. Çünkü Grabiec'in tamlık 

tanımının   üzerinde klasik Öklid metriği ile üretilen standart bulanık metrik uzay için 

sağlanmadığı, açıkça     olmak üzere {  }    
 

 
   

 

 
 dizisinin bir  -Cauchy 

dizisi olduğu fakat {  } yakınsak olmadığından          bulanık metrik uzayının 

(         ) Grabiec anlamında  -tam olmadığı George ve Veeramani (1994) 

tarafından gösterilmiĢtir. Ardından, Grabiec anlamındaki tanımların bir genelleĢtirmesi 



74 

 

olarak George ve Veeramani (1994) anlamında  -Cauchy dizisi ve  -tamlık tanımları 

literatüre kazandırılmıĢtır. Bulanık metrik benzeri uzaylarda ise Shukla ve Abbas (2014) 

tarafından verilen Cauchy dizisi ve tamlık tanımları, Grabiec anlamındaki tanımın 

bulanık metrik benzeri uzaylardaki genelleĢtirmesidir. Ardından, Shukla ve diğ., (2016)  

hem Grabiec hem de George ve Veeramani anlamındaki Cauchy dizisi ve tamlık 

kavramlarını birleĢtiren 1-Cauchy dizisi ve 1-tam bulanık metrik benzeri uzay 

tanımlarını vererek, Shukla ve Abbas (2014) tarafından verilen Cauchy dizisi ve tam 

bulanık metrik benzeri uzay tanımını modifiye edip genelleĢtirmiĢlerdir. 

Bu bölümde sezgisel bulanık metrik benzeri uzaylardaki Cauchy dizileri ve tamlık 

etrafındaki fikirlere ek olarak hem Grabiec'i hem de George ve Veeramani‟nin 

tanımlarını genelleĢtiren 1- Cauchy dizisi ve 1-tam sezgisel bulanık metrik benzeri uzay 

kavramları tanıtılmıĢtır. Bu yeni yapı içerisinde, önceki bulguları geniĢleten ve 

pekiĢtiren birkaç sabit nokta teoremi sunulmuĢtur.  

Tanım 5.4.1:              beĢlisi bir SBMBU ve      ,  ‟de bir dizi olsun.  

(i) Eğer          için        (         )    ve        (         )    

ise      dizisine      Cauchy dizisi denir.   

(ii) Eğer  ‟de her          Cauchy dizisi bir      ‟e yakınsak ise, yani 

            ve            her     için sağlanıyorsa              beĢlisine 

    tam SBMBU denir.  

Her     Cauchy dizisi              SBMBU‟da bir Cauchy dizisidir.  

Her tam SBMBU bir     tam SBMBU‟dır.  

Örnek 5.4.2‟de bir SBMBU‟da bir Cauchy dizisinin her zaman     Cauchy dizisi 

olmak zorunda olmadığı ve bir      tam SBMBU‟ın ise her zaman tam SBMBU 

olmadığını görülmektedir. 

Örnek 5.4.2:       , t-norm        ve t-conorm           {     } 

olsun.           üzerinde   ve   bulanık kümeleri;  
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Ģeklinde belirli olsun. Bu durumda             beĢlisi bir SBMBU‟dır.  

Gerçekten       dizisi ele alınırsa her       için,  

   
   

 (         )     
   

 

      
   

   
   

 (         )     
   

(  
 

      
)    

elde edilir. O halde bu limit var olduğundan     dizisi            ‟de bir Cauchy 

dizisidir. Ancak bu dizi      Cauchy dizisi değildir.  

Örnek 5.4.3:             ve           ;               {   } olsun.       

bir MBU olmak üzere, standart SBMBU             bir      tam SBMBU‟dır.  

Eğer       ‟de bir 1   Cauchy dizisi ise     iken          olduğundan,     

iken her     için             ve             olur. Böylece  ‟de her             

    Cauchy dizisi      ‟e yakınsaktır ve              beĢlisi bir tam SBMBU 

değildir.  

Tanım 5.4.4:             beĢlisi bir SBMBU ve       ‟de bir dizi olsun.  

(i) Eğer      için                      ve                      ise      

dizisine      Cauchy dizisi denir.   

(ii) Eğer   ‟de her           Cauchy dizisi bir      ‟e yakınsak ise, yani 

            ve            her     için sağlanıyor ise               beĢlisine 

     tam SBMBU denir.  
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Uyarı 5.4.5: Grabiec anlamında her tam SBMU bir     tam SBMBU‟dır. George ve 

Veeramani anlamında her tam SBMU bir     tam SBMBU‟dır.     tamlık     

tamlığı gerektirir.  

Grabiec anlamında her tam SBMU aynı zamanda George ve Veeramani anlamında 

tamdır. Böylece Uyarı 5.1.2 ve Uyarı 5.4.5‟ten     tamlık     tamlıktan daha 

genel bir kavram olur.  

Tablo 5.1‟de bulanık metrik uzaylar için bu tanımlar verilmiĢ ve ġekil 5.6‟da da bu 

kavramlar arasındaki iliĢki gösterilmiĢtir. Benzer Ģekilde Tablo 5.2‟de bulanık metrik 

benzeri uzaylarda bu tanımlar verilmiĢ ve aralarındaki iliĢki ġekil 5.7‟de açıklanmıĢtır. 

ġekil 5.8‟de ise bu kavramlar ile bulanık metrik uzaylar ve bulanık metrik benzeri 

uzaylar arasındaki iliĢki gösterilmiĢtir. ġekil 5.9‟da ise bu kavramlar ile sezgisel bulanık 

metrik uzaylar ve sezgisel bulanık metrik benzeri uzaylar arasındaki iliĢki gösterilmiĢtir. 

Tablo 5.1. BMU‟da Cauchy dizisi ve tamlık tanımları 

 

 

          ġekil 5.6. BMU‟da kavramlar arası iliĢkiler 
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Tablo 5.2. BMBU‟da Cauchy dizisi ve tamlık tanımları 

 

 

           ġekil 5.7. BMBU‟da kavramlar arası iliĢkiler  

 

 

 

            ġekil 5.8. BMU ve BMBU için kavramlar arası iliĢkiler 
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            ġekil 5.9. SBMU ve SBMBU için kavramlar arası iliĢkiler  

 

Teorem 5.4.6:             beĢlisi bir     tam SBMBU ve          bir   

daralma dönüĢümü olsun. Bu durumda   tek bir       sabit noktaya sahiptir ve her 

    için             ve           ‟dır.  

Ġspat:    dönüĢümü       ‟ya göre bir   daralma dönüĢümü olsun.  

Bir      için          dizisi      için,  

                               kuralıyla belirli olsun.  

Eğer bir     için         ise bu durumda        ‟nin bir sabit noktasıdır.  

Tersine, varsayalım ki her     için         olsun. Sabit bir       için     

olmak üzere                      ve                       olsun.   dönüĢümü 

       „ya göre bir   daralma dönüĢümü olduğundan her       için   ve  „nın 

özelliklerinden     için,  

              (            )                                   

              (            )                                  

      üzerinden infimum ve supremum alınırsa her     için         ve 

        elde edilir. Ve buradan   ve   vardır öyle ki            ve            

sağlanır.   dönüĢümü       ‟ya göre bir   daralma dönüĢümü olduğundan her 

          için,  

 (              )                                  
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 (              )                                  

elde edilir. Böylece eğer             ise, 

 (              )               

 (              )                 

olup,     azalmayan olduğundan, 

  (              )   (              )             

  (              )   (              )             

elde edilir. Tümevarım ile her      için, 

  (            )             

  (            )             

elde edilir.       üzerinden infimum ve supremum alınırsa her     için, 

    {  (          )  
 (          )   }      

    {  (          )  
 (          )   }     

elde edilir. Tanım 5.3.1‟deki (    ve      ifadeleri göz önüne alınırsa, yukarıdaki 

eĢitsizliklerden               ve              elde edilir.  

Tanım 5.4.4‟ten her        için               ve               elde edilir. 

      ve yukarıdaki eĢitsizliklerden                      ve 

                     olduğu görülür. Böylece      dizisi  ‟de     Cauchy 

dizisidir.             beĢlisi bir     tam SBMBU olduğundan en az bir     

vardır öyle ki her     için  
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elde edilir.  

ġimdi    ‟in  ‟nin tek sabit noktası olduğu gösterilmelidir. Tanım 5.3.3‟ten her 

    ve     için  

 (         )                                 

 (         )                                ‟dir. 

Yukarıdaki eĢitsizliklerden ve    ‟nın özelliğinden her     için, 

                       ve                        elde edilir. 

(SBMB5) ve (SBMB10) özelliklerinden, 

              (        
 

 
)   (          

 

 
) ve 

              (        
 

 
)    (          

 

 
) olur. 

Yukarıdaki son iki eĢitlik ve eĢitsizlikleri kullanarak her     için               ve 

              elde edilir. Böylece        olup sabit noktanın varlığı gösterilmiĢ 

olur. ġimdi sabit noktanın tekliği gösterilmelidir.  

Ġddia:      ‟nin tek sabit noktasıdır. Varsayalım ki      ‟in  ‟nin baĢka bir sabit 

noktası olsun. Bu durumda          ve en az bir     vardır öyle ki            

ve           ‟dır. Tanım 5.3.3‟ten ve her             için        ve        

olduğundan, 

                                                  

                                                  

elde edilir. Bu ise bir çeliĢkidir. O halde her       için, 

           ve            olmalıdır. Böylece       elde edilir.                           
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Sonuç 5.4.7:             beĢlisi bir     tam SBMBU ve          birim 

dönüĢüm olsun. Varsayalım ki en az bir     ve        vardır öyle ki her         

ve      için,  

 (        )                    ve  

                               sağlanır.  

Böylece   tek bir       sabit noktaya sahiptir. Her     için              ve 

             elde edilir.   

Ġspat: Ġspatı Sonuç 5.2.4‟e benzer Ģekilde yapılmaktadır.  

Teorem 5.4.8:             beĢlisi bir     tam SBMBU olsun.  

         dönüĢümü her     ve        için                 , 

 (        )            ve        (         )    

 (        )            ve        (         )    

özelliğinde fonksiyonlar olmak üzere                  (        ) ve 

                             eĢitsizliklerini sağlayan bir dönüĢüm olsun. Böylece 

  tek bir     sabit noktaya sahiptir ve her     için             ve            

olur.   

Ġspat: Bir      için        dizisi her     için            kuralıyla belirli ve 

her     için         olsun.     'nin bir     Cauchy dizisi olduğu 

gösterilmelidir. Sabit bir       için     olmak üzere,  

                     ve                      olsun.  

Her       için     için hipotezden,  
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elde edilir.          üzerinden infimum ve supremum alınırsa, sırasıyla 

     için         ve         elde edilir ve buradan   ve   vardır öyle ki  

           ve            sağlanır. Bir     için hipotezden,  

                                        

                                           

ve 

                                        

                                          

elde edilir ve yukarıdaki eĢitsizliklerden,  

                                       
                         ve 

                                       
                         elde 

edilir.  

Bu eĢitsizlikler tekrarlı olarak uygulanmaya devam edilirse, 

                                            ve 

                                            elde edilir.  

      üzerinden sırasıyla infimum ve supremum alınırsa, 

       {           
                 

        }        

       {           
                 

        }       

Her              için                      ve                      

olduğundan yukarıdaki eĢitlikten              ve              elde edilir. 

Tanım 5.4.4‟ten her       için               ve                olup 

böylece     ve yukarıdaki eĢitsizliklerden,                      ve 
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                     elde edilir. Böylece      dizisi  ‟te bir     Cauchy 

dizisidir.             beĢlisi bir      tam SBMBU olduğundan her     için en 

az bir     vardır öyle ki,  

   
   

             
     

                      

   
   

             
     

                      

elde edilir. ġimdi    ‟in  ‟nin tek bir sabit noktası olduğu gösterilmelidir. 

             (       
 

 
)   (          

 

 
)  

  (       
 

 
)   (           

 

 
) 

  (       
 

 
)   .      ( 

 

 
)/ 

ve 

             (       
 

 
)    (          

 

 
) 

  (       
 

 
)   (           

 

 
) 

  (       
 

 
)   .      ( 

 

 
)/ 

olup, yukarıdaki eĢitsizlikler kullanılarak her     için                ve 

              elde edilir. Böylece        olduğu görülür. ġimdi sabit noktanın 

tekliği gösterilmelidir. Bunun için varsayalım ki        ‟nin bir diğer sabit noktası 

olsun. Bu durumda                    olup, hipotezden 

                           (        ) 
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elde edilir. Bu iĢlem tekrar edilirse,  

            (         ) ve             (         ) eĢitsizlikleri elde edilir. 

      için limit alır ve     fonksiyonlarının özellikleri kullanılırsa, 

            ve               elde edilir. Sonuç olarak     olur. Böylece     

her     için             ve              eĢitliklerini sağlayan,   ‟nin tek bir 

sabit noktasıdır.                                                                                                                  

Örnek 5.4.9:       rasyonel sayılar olmak üzere,               ve           

olsun.            üzerinde   ve   sezgisel bulanık kümeleri her          ve 

       için              
    {   }

   
 ve           

    {   }

   
 Ģeklinde belirli 

olsunlar. Bu durumda,             beĢlisi bir      tam SBMBU‟dır fakat her 

      { } için            
 

   
   ve          

 

   
   olduğundan SBMU 

değildir.  

Gerçekten,         dönüĢümü  

      {
                          
                       

 

Ģeklinde tanımlansın.                  olmak üzere her     için,  

     (
   

 
)   (

 

 
)   ve       (

 

 
)   (

   

 
) olarak tanımlansın. Böylece, 

 (        )            ve  (        )            olur. Her              ve 

     için,  

                     ve                      elde edilir.  

Sonuç olarak       Teorem 5.4.8‟in bütün koĢullarını sağlar ve her     için 

            ve            olduğundan      ‟nin tek bir sabit noktasıdır. 
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6.SONUÇLAR VE ÖNERĠLER  

Bu çalıĢmada bulanık matematiğin teorisini ve uygulamasını daha ileriye taĢıyan, 

sezgisel bulanık metrik benzeri uzaylar ve uygulamalarda önemli bir konu olan Banach 

sabit nokta teorisi ve daralma dönüĢümleri üzerinde bütünlük oluĢturacak Ģekilde 

aĢağıdaki çalıĢmalar yapılmıĢ ve gelecek çalıĢmalar için öneriler sunulmuĢtur.  

1) Metrik tarafından elde edilen metriklenebilir topolojik uzaylar, topolojik uzayların 

analizinde ve yapısal özelliklerin araĢtırılmasında önemli bir yere sahiptir. Harandi 

(2012) tarafından metrik benzeri uzaylar üzerine yapılan çalıĢma ve Hosseini ve Fosner 

(2019) tarafından analiz edilen metrik benzeri uzayların yapısında, bir dizinin 

yakınsaklığı, açık top tanımı, tam uzay olma koĢulları ve uzayın noktalarının gösterdiği 

farklı özelliklerin klasik metrik uzaylardan farklı olduğu görülmüĢtür. ÇalıĢmanın 

üçüncü bölümünde metrik benzeri dönüĢüm hakkında detaylı bilgilere yer verilmiĢ ve 

bu yapı üzerinde elde edilen yeni sonuçlar sunularak, metrik benzeri dönüĢümün neden 

önemli olduğu açıklanmaya çalıĢılmıĢtır. Yapısal olarak klasik metrik uzaylardan daha 

zayıf fakat incelendiğinde oldukça yararlı sonuçlar sunan Harandi (2012) anlamındaki 

metrik benzeri dönüĢüm için ise topoloji tanımı henüz sunulmamıĢtır. Bu nedenle, 

metrik benzeri dönüĢümün topolojisinin araĢtırılması gelecek çalıĢmalar için önem arz 

etmektedir. 

2) Bu çalıĢmada metrik benzeri dönüĢüm kullanılarak, Shukla ve Abbas (2014) 

tarafından literatüre kazandırılan bulanık metrik benzeri uzaylar kavramı ve bu 

uzaylarda elde edilen sabit nokta teoremleri ve sonuçları tanıtılmıĢtır. Ardından bulanık 

metrik uzayların bir genelleĢtirmesi olan sezgisel bulanık metrik uzaylarda metrik 

benzeri dönüĢüm incelenmiĢ ve sezgisel bulanık metrik benzeri uzaylar kavramı 

literatüre kazandırılmıĢtır. Sonuçları açıklayıcı örnekler sunulmuĢ ve bu örnekler 

görseller ile desteklenmiĢtir. Elde edilen yeni yapı üzerinde Banach sabit nokta 

teoremleri çalıĢılmıĢ,      -daralma dönüĢümü ve 1-M Cauchy dizisi ile 1-M tam 

sezgisel bulanık metrik benzeri uzaylar tanımlanmıĢtır. ÇalıĢmada mevcut teoriyi 

geliĢtiren yararlı ve ilginç sonuçlar sunulmuĢ, Grabiec ve George ve Veeramani 

anlamındaki çalıĢmalar geniĢletilmiĢtir.  
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3) Metrik benzeri dönüĢümün, b-metrik benzeri uzaylar gibi metrik uzayların farklı 

genelleĢtirmeleri ile karĢılaĢtırılması ve bulanık yapı içerinde elde edilen sonuçlar ve 

genelleĢtirmelerin, sezgisel bulanık metrik uzaylarda incelenmesi ve ne gibi sonuçlar 

elde edileceğinin araĢtırılması yine gelecek çalıĢmalar için bir öneri sunmaktadır. 

Benzer Ģekilde metrik benzeri dönüĢüm kullanılarak integral denklemler, ekonomi, 

oyun teorisi, dinamik sistemler gibi uygulamalarda önemli bir araç olan sabit nokta 

teorsi üzerindeki çalıĢmalarda, Banach sabit nokta teoreminin yanı sıra farklı sabit nokta 

teoremlerinin incelenmesininde faydalı olabileceği ön görülmektedir.  

4) GeliĢen teknoloji ile birlikte, insan düĢünme biçimi ile benzerliği dolayısıyla 

popülerlik kazanmıĢ ve kazanmaya devam eden bulanık mantık teorisi ve üzerine inĢa 

edilen uygulamalarda, metrik dönüĢümlerin etkili bir araç olduğu görülmüĢtür. Bu 

nedenle, metrik benzeri yapı ile elde edilen sezgisel bulanık metrik benzeri uzayların da 

belirsizlik içeren problemlerin çözümünde ve sabit nokta teorisi alanını geliĢtirme 

konusunda yeni bir motivasyon sağlayacağı düĢünülmektedir.  Gelecekteki uygulamalı 

çalıĢmalar için, elde edilen bu sonuçlar sezgisel bulanık metrik uzayların yapısına daha 

derin bir anlayıĢ sunacaktır. Ayrıca bu sonuçlar matematiksel modelleme ve 

optimizasyon, karar verme problemleri, desen tanıma, görüntü iĢleme ve veri analizi 

gibi alanlarda yeni yaklaĢımlar sunabilir ki bu çalıĢmalar hali hazırda geliĢmeye devam 

etmektedir. AraĢtırmacılar için daha derin öngörü modelleri elde edebilmelerini 

sağlayacak ve sonuçlarını tartıĢabilirlecekleri Gregori ve diğ.,  (2011);  Alroshan ve 

diğ., (2022 ); Atanassov ve diğ., (2023) makalelerinin bir kaynak sunabileceği 

düĢünülmüĢtür.   

5) ġekil 6.1‟de, bu tez çalıĢmasında sunulan kavramlar arasındaki iliĢkiler 

gösterilmektedir. 
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            ġekil 6.1. Kavramlar arası iliĢkiler  
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