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ETiK BEYAN VE ARASTIRMA FONU DESTEGI

Kocaeli Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii tez yazim kurallarina uygun olarak
hazirladigim bu tez/proje ¢aligmasinda,

- Bu tezin/projenin bana ait, 6zgiin bir calisma oldugunu,

- Calismamin hazirlik, veri toplama, analiz ve bilgilerin sunumu olmak tizere tiim
asamalarinda bilimsel etik ilke ve kurallara uygun davrandigimi,

- Bu ¢alisma kapsaminda elde edilen tiim veri ve bilgiler i¢in kaynak gosterdigimi
ve bu kaynaklara kaynakg¢ada yer verdigimi,

- Bu calismanim Kocaeli Universitesi’nin abone oldugu intihal yazilim programi
kullanilarak Fen Bilimleri Enstitiisii'niin belirlemis oldugu 6l¢iitlere uygun
oldugunu,

- Kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigima,

- Tezin/Projenin herhangi bir boliimiinii bu {iniversite veya baska bir tiniversitede
baska bir tez/proje ¢alismasi olarak sunmadigima,

beyan ederim.

Bu tez/proje caligmasinin herhangi bir asamasi hi¢bir kurum/kurulus tarafindan
maddi/alt yap1 destegi ile desteklenmemistir.

[J Bu tez/proje  c¢alismasi  kapsaminda  fiiretilen veri ve  bilgiler
............................................ tarafindan  .........ccceeciiviiviievieeee. NO’lU proje
kapsaminda maddi/alt yap1 destegi alinarak gerceklestirilmistir.

Herhangi bir zamanda, calismamla ilgili yaptigim bu beyana aykir1 bir durumun

saptanmas1 durumunda, ortaya c¢ikacak tiim ahlaki ve hukuki sonuglar1 kabul ettigimi
bildiririm.
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YAYIMLAMA VE FiKRi MULKIYET HAKLARI

Fen Bilimleri Enstitiisii tarafindan onaylanan lisansiistii tezimin/projemin tamamini
veya herhangi bir kismini, basili ve elektronik formatta arsivleme ve asagida belirtilen
kosullarla kullanima agma izninin Kocaeli Universitesine verdigimi beyan ederim. Bu
izinle Universiteye verilen kullanim haklar1 disindaki tiim fikri miilkiyet haklarim bende
kalacak, tezimin/projemin tamaminin ya da bir boliimiiniin gelecekteki calismalarda
(makale, kitap, lisans ve patent vb.) kullanimi1 bana ait olacaktir.

Tezin/projenin kendi 6zgiin ¢alismam oldugunu, baskalarinin haklarini ihlal etmedigimi
ve tezimin/projenin tek yetkili sahibi oldugumu beyan ve taahhiit ederim. Tezimde yer
alan telif hakki bulunan ve sahiplerinden yazili izin alinarak kullanilmasi zorunlu
metinlerin yazili izin alarak kullandigimi ve istenildiginde suretlerini Universiteye
teslim etmeyi taahhiit ederim.

Yiiksekogretim kurulu tarafindan yayinlanan “Lisansiistiic Tezlerin Elektronik
Ortamda Toplanmasi, Diizenlenmesi ve Erisime Acilmasma Iliskin Yénerge”
kapsaminda tezim asagida belirtilen kosullar haricinde YOK Ulusal Tez Merkezi/
Kocaeli Universitesi Kiitiiphaneleri A¢ik Erisim Sisteminde erisime acilir.

[J Enstiti yonetim kurulu karari ile tezimin/projemin erisime agilmasi mezuniyet
tarihinden itibaren 2 yil ertelenmistir.

[J Enstiti yonetim kurulu gerekgeli karar1 ile tezimin/projemin erisime acilmasi
mezuniyet tarihinden itibaren 6 ay ertelenmistir.

Tezim/projem ile ilgili gizlilik karar1 verilmemistir.
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ONSOZ VE TESEKKUR

Bu tez ¢alismasinda, sezgisel bulanik metrik benzeri uzaylar ve sabit nokta teoremleri
tanimlanmis olup bu uzaylarda yakinsaklik ve tamlik gibi temel 6zellikler incelenmistir.
Elde edilen bu yeni yapi iizerinde Banach sabit nokta teoreminin sonuglart sunulmus ve
(Alfa, Beta) daralma doniisiimii tanimlanmustir.

Yiiksek lisans egitimim boyunca bana gosterdigi destek ve yonlendirmeler ile beni her
zaman cesaretlendiren, ¢agdas, yenilik¢i ve disiplinli ¢aligma prensipleri ile benim igin
gergek bir 6rnek olan, hem akademik hem de etik degerleri ile ¢ok sey Ogrendigim
saygideger danismanim Dog. Dr. Banu PAZAR VAROL’a sonsuz tesekkiirlerimi ve
saygilarimi sunarim.

Bu tezin konusuyla ilgili olarak Letonya Universitesinde stajyer 6grenci olarak birlikte
aragtirma yapma firsatina sahip oldugum, deneyim ve tecriibeleri ile akademik
calismalarima sagladigi katkinin yani sira gosterdigi nezaket ve samimiyet i¢in sayin
Prof. Dr. Alexander SHOSTAK'a tesekkiir ederim.

Hayatim boyunca her zaman benden destegini hi¢ esirgemeyen, bana cesaret ve giic
veren, en zor ve en giizel anlarimda her zaman yanimda olan sevgili ailem; annem,
babam ve kardesime sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Haziran-2024 Suara ONBASIOGLU ALTUHOVS
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SEZGISEL BULANIK METRIK BENZERI UZAYLAR VE SABIT NOKTA
TEOREMLERI

OZET

Alt1 boliimden olusan bu tez, sezgisel bulanik metrik benzeri uzaylari tanitmayi ve elde
edilen yeni sonuglari sunmay1 amaglamaktadir.

Giris boliimiinde tez boyunca kullanilan metrik tiirleri, bulamik mantigin tarihsel
gelisimi, bulanik ve sezgisel bulanik kiimeler, sabit nokta teorisi gibi temel kavramlar
hakkinda bilgilere ve aciklamalara yer verilmistir.

Ikinci boliimde tezin ilerleyen kisimlarinda ele alman kavramlara temel teskil eden
matematiksel tanim, teorem ve 6zellikler tizerinde durulmus, ¢esitli 6rneklerle daha iyi
anlasilmas1 hedeflenmistir.

Ucgiincii béliimde Harandi (2012) ile Hosseini ve Fosner (2019) tarafindan tanimlanan
metrik benzeri uzaylar tanitilmis ve bu uzaylarin yapisal 6zellikleri incelenerek elde
edilen yeni sonuglar sunulmustur.

Dordiincii boliimde Shukla ve Abbas (2014) tarafindan sunulan bulanik metrik benzeri
uzaylar kavrami ve sabit nokta teoremleri verilmistir.

Besinci boliimde Shukla ve Abbas (2014) tarafindan sunulan bulanik metrik benzeri
uzaylarin bir genellestirilmesi olarak sezgisel bulanik metrik benzeri uzaylar kavrami
tanitilmis ve bu uzaylardaki sabit nokta teoremleri incelenmistir. Elde edilen sonuglar
ayrintili olarak agiklanmig ve ¢esitli 6rnekler verilmistir. Ayrica sezgisel bulanik metrik
benzeri uzaylarda (Alfa, Beta) daralma doniisimii tanimlanmis ve bu yeni yapi
icerisinde 1-M Cauchy dizileri ve 1-M tam uzaylarin 6zellikleri sunulmustur. Cesitli
gorseller ile kavramlar arasi iligkiler 6zetlenmistir.

Sonug¢ ve Oneriler boliimiinde ¢alismanin ana ifadeleri Gzetlenmis ve gelecekteki
aragtirmalara saglayabilecegi katkilardan bahsedilmistir. Bu tezde kullanilan tiim
bilimsel yayinlar kaynaklar boliimiinde listelenmistir.

Anahtar Kelimeler: (Alfa, Beta) Daralma Dontisiimii, 1-M Tamlik, Metrik Benzeri
Uzaylar, Sabit Nokta Teoremleri, Sezgisel Bulanik Metrik Benzeri Uzaylar.



INTUITIONISTIC FUZZY METRIC LIKE SPACES AND FIXED POINT
THEOREMS

ABSTRACT

This thesis consists of six chapters and it is aimed to introduce intuitionistic fuzzy
metric like spaces and present the new results obtained.

In the introduction section, there are explanations about some basic concepts which are
used throughout the thesis, such as sorts of metrics, the historical development of fuzzy
logic, fuzzy and intuitionistic fuzzy sets and fixed point theory based on existing
literature sources that are given.

The second section elaborates on the mathematical definitions, theorems, and properties
that serve as the foundation for the concepts discussed further in the thesis, aiming for a
better understanding through various examples.

The third section introduces metric like spaces established by Harandi (2012) and
Hosseini and Fosner (2019) and presents the properties of the structure of these space's
new results obtained by examining them.

The fourth section presents the concept of fuzzy metric like spaces and fixed point
theorems in these spaces defined by Shukla and Abbas (2014).

In the fifth section, the concept of intuitionistic fuzzy metric like spaces as a
generalization of the fuzzy metric like spaces presented by Shukla and Abbas (2014) is
introduced, and the fixed point theorems in these spaces are studied. The established
results are explained in detail and given examples. Besides, the (Alpha, Beta)
contraction mapping in intuitionistic fuzzy metric like spaces is defined and 1-M
Cauchy sequences in these new settings and the properties of 1-M complete spaces are
presented. The relationships between concepts are summarized with various visuals.

In the results and recommendations section, the main statements of the study are
summarized and its contributions to future research are mentioned. All scientific
publications used in this thesis are listed in the references section.

Keywords: (Alpha, Beta) Contraction Mapping, 1-M Completeness, Metric Like
Spaces, Fixed Point Theorems, Intuitionistic Fuzzy Metric Like Spaces.



1.GIRIS

Metrik kavrami matematikte olduk¢a 6nemli bir yere sahiptir. Klasik kiimeler tizerinde
tamimlanan metrik fonksiyonu ile elde edilen metrik uzaylar, analizde bilinen birgok
onemli 6zelligin herhangi bir uzaya nasil aktarilacagi konusunda yol gosterici olmustur.
Matematigin 6nemli bir alt dali olan topoloji icerisinde de pek ¢ok dnemli tanim ve
teorem metrik uzaylardan elde edilmistir. Somut bir anlatim ile metrik fonksiyonu
giinliik hayatta iki nesne veya herhangi iki nokta arasindaki uzakligi 6lgmeyi saglayan
bir 6l¢ii araci olarak diisiiniilebilir. Matematiksel olarak ise bostan farkli herhangi bir
kiime iizerinde tanimlanan metrik fonksiyonu, kiimeye ait nesnelerin veya noktalarin
arasindaki uzaklig1 6lgmenin soyut bir aracidir. Burada sec¢ilen kiimenin ozelliklerine
gore tlizerinde tanimlanan metrigin kuralinin da degisiklik gostermesi beklenir. Bu
nedenle herhangi bir kiime iizerinde tanimlanan herhangi bir fonksiyon (dontisiim) bir
metriktir ve bir metrik uzay iretir demek dogru bir yaklasim olmayacaktir. Metrik
dontisiimii aksiyomlar adi verilen belirli 6zellikleri sagladiktan sonra metrik fonksiyonu
olabilmekte ve {izerinde tanimlandig1 kiime ile birlikte matematiksel olarak bir uzay
olma 6zelligi gostermektedir. Bu kisitliliklar ve problemlerdeki ¢esitlilikler yeni metrik
fonksiyonu tanimlarin1 ve farkli uzay yapilarin1 da beraberinde getirmistir. Bu nedenle
giincel kaynaklarda pek ¢ok farkli metrik fonksiyonu tanimlari mevcuttur. Klasik metrik
taniminda yer alan bazi aksiyomlarin gii¢lendirilmesi, baz1 6zelliklerin zayiflatilmasi
veya bazi o6zelliklere yeni kosullarin eklenmesi gibi ¢esitli modifikasyonlar yapilarak
yeni metrik tanimlar1 ve tizerinde tanimladigi kiimeye bagimli olarak yeni yapilar elde
edilmistir. Bu gelismeler hem matematik hem de uygulamali bilimlerde problemlere
farkli ¢oziim yaklasimlari sunmus ve ayni zamanda yeni sorulart da beraberinde
getirerek yeni calisma alanlarinin dogmasima destekleyici etkiler yapmistir. Ornegin
klasik metrik taniminda yer alan {iggen esitsizliginin esnetilmesi ile elde edilen b-metrik
uzaylar (quasimetrik uzaylar) Bakhtin (1989) ve Czerwik (1993) tarafindan literatiire
kazandirilmistir. Benzer sekilde bir noktanin kendisine uzakliginin sifir olmayabilecegi
0zel bir donlisim olan kismi metrik Mathews (1994), kismi metrik uzaylar tanimina
negatif mesafenin eklenmesi ile elde edilen dualistik kismi metrik uzaylar da O’Neill
(1996) tarafindan yapilmis olan metrik uzaylarin kaynaklarda yer alan farkli

genellestirmeleridir.



Klasik kiimeler tizerindeki metrik ¢alismalar1 halen onemini ve varligini siirdiiriirken,
her daim gelismeye devam eden matematik bilimi igerisinde matematigin 6nemli bir alt
dali olan mantik kavrami da matematik¢iler tarafindan calisilmaya ve ilgi gérmeye
devam etmistir. George Boole (1847) yayinlamis oldugu ‘Matematiksel Analiz Mantig1’
adli eserinde modern anlamda genel bir mantik sistemi gelistirerek, Onermeler
mantiinin temellerini atmis ve eserinde mantiksal operatorleri kullanarak matematiksel
mantig1 sembolik bir sekilde ifade etmeye calismistir. Boole’un eseri, Aristothales’in
felsefe ve mantik alaninda referans kabul edilen ikili mantik sistemini, matematiksel
anlamda kullanigh hale getiren énemli bir ¢alisma olmus ve gelecek calismalara bir
zemin hazirlamistir.  Ayrica Boole dijital mantik devrelerinin  ve bilgisayar
algoritmalarinin temelini olusturan matematiksel mantik sistemi ile yalnizca matematige
degil bilgisayar bilimlerine de katki saglamistir. Zaman icerisinde mantik alanindaki
problemler ¢esitlendikce, Aristothales ve Boole’un sundugu onermelerin kesin olarak
dogru veya yanlis oldugunu varsayan yaklasim bazi problemlere uygun ¢oziim
arayisinda eksik kalmistir. Bu durum mantik alaninda yeni bir yaklasima ihtiyag
duyuldugunun gostergesi olmus ve ikili mantik sistemine bir alternatif aranmaya
baslanmistir. Jan Lukasiewicz klasik Aristoteles mantigindaki ikili mantiksal sisteme ek
olarak {i¢iincii bir deger eklenmesini ve bu degerlerin 6nermelerin "dogru", "yanlis" ve
"belirsizlik" (veya "bulaniklik") olasiliklarin1 temsil edecegini iddia ederek ii¢ degerli
bir mantik sistemi Onermistir. Daha sonralar1 birgok arastirmaci iic degerli mantik
sistemi tizerinde ¢alismistir (Yiiksel, 2006). Ancak bu ti¢ degerli yontemler de yetersiz

kalmistir.

Modern anlamda ¢ok degerli mantik, bulanik mantik veya puslu mantik kurami ise ilk
kez Azerbaycanli bilim insan1 Liitfi Zadeh (1965) tarafindan ‘Fuzzy Sets’ adli makalede
tanimlanmis ve bu calismasi ile Zadeh bulanik mantik ve dolayisiyla bulanik kiime
teorisinin de onciisii olmustur. Zadeh, 6nermelerin kesin dogru (totoloji) veya kesin
yanlis (¢eligki) olarak nitelendirilmesi yerine, dnermeleri [0,1] araliginda derecelendiren
ve Onermelere dogruluk derecesi ile yaklasan ¢ok degerli mantik sistemini literatiire
kazandirmistir. Bu yaklasim ile matematiksel olarak bir elemanin bir kiimenin elemani
olmas1 veya olmamasi yani ‘kesinlik’ durumu yerini elemanin ait olma derecesine
birakmis ve bodylece kiimeler de bulanik olarak tanimlanmistir. Bu nedenle bulanik

mantigin literatiirde kabul goren bilimsel ad1 ‘goklu degerlilik” olmustur (Kosko, 1993).



Cok degerli yaklasimin dilsel ifadeleri veya matematiksel belirsizlikleri
modelleyebilmek igin esnek bir ara¢ sundugu goriilmektedir. Ornegin, giinliik yasamda
deniz suyu sicakliginin uygun 6l¢iim aletleriyle 6lgiilemedigi bir senaryoda denize giren
kisiler i¢in deniz suyu sicakligi  soguk/ilik/sicak/gok  sicak vb. olarak
nitelendirilebilmektedir. Fakat bu ifadeler kisisel goriisleri bildirdiginden matematiksel
olarak klasik mantikta bir 6nerme degeri tasimamaktadirlar. Ancak bulanik mantikta bir
onerme olabilmekte ve dereceli dogruluk degerleri alabilmektedirler. Dolayisiyla bu
yaklasim Boole’un ve Jan Lukasiewicz’in mantiksal ¢ikarimini gelistirmis ve Yyeni

calisma alanlarinin dogmasina da onciiliikk etmistir.

Hem matematik¢i hem bilgisayar bilimci olan Zadeh’nin bulanik mantik yaklasimi
sayesinde bilgisayar algoritmalarinin insan diisiince sistemine daha yakin, insan1 daha
iyi taklit edebilen, matematiksel olarak formiile edilebilir modeller iiretebilecegi ortaya
konmustur. Nitekim gelisen teknoloji ile birlikte teorinin uygulamalarda tutarli sonuglar
elde etmeye olanak sagladigi, bulanik mantik ile her mantiksal sistemin bulanik olarak
ifade edilebilecegi, bulanik ¢ikarimin dilsel ifadeler arasinda tanimlanan kurallar ile
yapilabilecegi goriilmiistiir. Hizla gelisen bilim ve teknoloji igerisinde bulanik mantik
yaklagimi, yapay zeka ve akilli sistemlerin gelistirilmesinde de insan diisiince sistemine
benzerligi sebebi ile tercih edilmektedir. Ornegin Alroshan ve dig., (2022 ), siiriiciisiiz
araglarda ortaya ¢ikan 6nemli sorunlardan birinin sanal giivenlik sorunu oldugunu ve bu
soruna c¢esitli bulanik yaklasimlar ile ¢oziim getirilebilecegini gostermis, belirsizlik
iceren problemlere uygun ¢oziimii sunan bulamik mantik ile siiriiclisliz araglarin

dogabilecek giivenlik aciklarinin giderilebilecegini gdstermistir.

Matematik igerisinde ise bulanik kiime ve topoloji kavrami Chang’in (1968) klasik
topoloji aksiyomlarmi kullanarak bulanik topolojiyi tanimlamasi ile literatiire girmis,
Lowen (1976) tarafinda gelistirilmistir. Daha sonra Shostak (1985) bulanik kiimelerin
acikligiin derecelendirildigi bulanik topoloji kavramini vermis ve Ying (1991) klasik
kiimelerin agikliginin derecelendirildigi  klasik topolojik uzaylarda mevcut bazi

kavramlar1 bulaniklagtirilmig topolojik uzaylara tagimigtir.

Bulanik mantik ve bulanik kiime teorisi iizerine insa edilen ¢aligmalar gelismeye devam
ederken, Krassimir T.Atanassov (1986) bulanik kiime teorisine Yyeni bir boyut

kazandiran sezgisel bulanik kiime kavramini sunmustur. Bu yaklasim ile bir kiimenin



elemanlarmin [0,1] igerisindeki eleman: olma (kabul) derecesine yine [0,1] icinde
eleman1 olmama (ret) derecesi de eklenmistir. Klasik kiimelerde bir elemanin kiimenin
elman1 olmasi veya olmamasi ile karsilagtirildiginda bulanik kiime teorisinin ig¢erdigi
elemani olma durumunu derecelendirmesi yani bulaniklastirma ve sezgisellik,
belirsizlik iceren durumlari modellemede daha elverisli oldugunu ortaya koymaktadir.
Bulanik kiime teorisi ile karsilagtirildiginda ise sezgisel bulanik kiimelerin elemani
olmama derecesini de icermesi yani iki belirsizlik degerini de barindirtyor olmasi,
sezgisel bulanik kiime kuraminin belirsizlik igeren durumlari modellemede daha
elverigli oldugunu ortaya koymakta ve bulanik kiime kuramini basarili bir sekilde
genellestirmektedir. Bu nedenle sezgisel kiime kurami da belirsizlik igeren problemlerin

¢Oziimiinde genis bir uygulama alan1 edinmistir.

Mantik ve kiimeler lizerindeki caligmalar gelismeye devam ettik¢e, bu yeni tanimlanmis
kiimelerin nesneleri arasindaki mesafeyi 6l¢mek i¢in uygun metrik tanimlaria ihtiyag
duyulmustur. Dolayisiyla klasik kiimeler itizerindeki metrik fonksiyonu kullanilarak
bulanik kiimeler ve sezgisel bulanik kiimeler iizerinde farkli sekillerde metrikler
tanimlanmis ve bu kiimeler iizerinde farkli metrik uzaylar elde edilmistir. Ancak bulanik
metrik uzaylar ve sezgisel bulanik metrik uzaylardaki metrik yapis1 klasik metrik
yapisindan farkli olmustur. Bulanik metrik uzaylar ilk defa Kramosil ve Michalek
(1975) tarafindan tanimlanmis ve bu uzaylara Kramosil ve Michalek anlaminda bulanik
metrik uzaylar denilmistir. Daha sonralart bu tanim George ve Veeramani (1994)
tarafindan siirekli t-normlar (tiggensel normlar) yardimiyla modifiye edilmis ve George
ve Veeramani anlaminda bulanik metrik uzay tanimi da literatiirde yerini almistir.
Gregori ve dig., (2000) her iki tanimda da bostan farkli bir kiime iizerinde verilen
bulanik metrik yapisi ile metriklenebilir topolojinin elde edilebildigini gdstermistir.
Bulanik metrik uzaylar iizerindeki galismalar halen devam etmektedir. Ornegin yakin
zamanda gii¢clii bulanik metrik uzay ve kelime kombinatorigine iliskin uygulamasi Bets
ve Shostak (2022) tarafindan, t-conorm tabanli bulanik (pseudo) metrik uzaylar ise

Grigorenko ve dig., (2020) tarafindan literatiire kazandirilmistir.

Sezgisel bulanik kiime fikriyle, George ve Veeramani anlaminda sezgisel bulanik
metrik uzay tanimi ise Park (2004) tarafindan literatiire kazandirilmistir. Saadati ve dig.,

(2008) sezgisel bulanik metrik uzay kavramini modifiye etmis ve sezgisel bulanik



metrik uzaylarin yeni bir notasyonunu sunmustur.Bu alandaki gelismelerde devam
etmekte ve sezgisel bulanik metrik uzaylar hem teoride hem de uygulamada
popiilerligini korumaktadir. Ornegin Pazar Varol ve Aygiin (2012) sezgisel bulanik
metrik gruplart ve Pazar Varol (2022) sezgisel bulanik metrik uzaylar tizerinde
istatistiksel yakinsaklik kavramini literatiire kazandirmistir. Sezgisel bulanik yapi
icerisinde 2-Metrik uzaylar incelemesi Giiner ve dig., (2018) tarafindan yapilmis ve
sezgisel bulanik metrik uzaylar lizerine bir¢ok yazar gesitli ¢alismalar yapmustir. (Alaca
ve dig., (2006); Tirkoglu ve dig., (2006); Sintunavarat ve Kumam (2012); Azam ve
Kanwal (2022)).

Bilimin bircok alani igerisinde uygulamaya sahip olan sabit nokta teorisi alanindaki
caligmalar ise ilk kez Stefan Banach (1922) tarafindan Banach daralma (biiziilme)
dontligiimii prensibi ile atilmistir. Tam metrik uzaylar yani yakinsak her dizinin limit
noktasini igeren uzaylar lizerine c¢alisilan Banach sabit nokta teorisi, yakinsanan
noktanin sabit nokta oldugunu gosterilmesi mantigina dayanmaktadir. Matematiksel
gosterim ile bir T doniisimi i¢in Tx = x seklindeki problemlerin ¢6ziimiiniin
arastirilmasidir. Burada tanimlanan doniisiim i¢in farkli doniistim kurallar belirlenmesi,
sabit nokta hakkinda yorumlar gelistirilmesine ve bu ise farkli ¢alisma alanlarina
dogmasina neden olmustur. Banach’in sabit nokta teorisi ise bir tam metrik uzay
lizerinde tanimlanan 6z donilisimde, goriintiiler arasindaki mesafesinin noktalarin
arasindaki mesafesinin bir pozitif h katindan kiiglik veya esit olmasi prensibine
dayanmaktadir. Boylece Banach sabit nokta teoremi ile genel olarak eger bir tam metrik
uzay lizerinde bir daralma doniisiimii var ise bu daralma doniisiimiiniin sabit noktasi
biricik oldugu yani sabit noktanin yalnizca varligi degil tekligi de garanti edilmis

olmaktadir.

Bulanik matematik i¢erisinde Grabiec (1988) bulanik metrik uzaylarda Banach daralma
doniislimiiniin bulanik versiyonunu ve sabit nokta teorisini sunmustur. George ve
Veeramani anlaminda tam bulanik metrik uzaylar igin sabit nokta teoremleri ve
Kramosil ve Michalek anlaminda bulanik metrik uzay icin sabit nokta teoremleri de
Gregori ve Sepana (2002) tarafindan sunulmustur. Rafi ve Noorani (2006) sezgisel
bulanik metrik uzaylarda bulanik daralma doniisiimii ve sabit nokta teoremini

sunmuglardir. Hem bulanik metrik uzaylarda hem de sezgisel bulanik metrik uzaylar da



klasik bir metrik fonksiyonu kullanilarak bu yapilarin elde edilebilecegi goriilmiistiir.
Klasik metrik uzaylarin ve bulanik metrik uzaylarin bir genellemesi olan sezgisel
bulanik metrik uzaylar iizerinde birgok farkli daralma doniisiimii tanimlanmistir.
Priskillal ve Thangavelu (2017) ise sezgisel bulanik metrik uzaylarda (y,n)-daralma

doniisiimiinii tanimlamistir.

Harandi (2012) metrik benzeri uzaylari literatiire kazandirarak klasik metrik ve
Matthews (1994) tarafindan literatiire kazandirilan kismi metrik uzaylar1 genellestirmis
ve boyle uzaylarda daralma déniisiimii i¢in sabit nokta teorisinin sonuglarini sunmustur.
Shukla ve Abbas (2014) ise metrik benzeri doniisim ve bulanik metrik yapilarimi
birlestirerek bulanik metrik benzeri uzaylar1 tanitmis ve bulanik metrik benzeri
uzaylarda sabit nokta teoremlerinin sonuglarini sunmustur. Daha sonralar1 metrik
benzeri doniigiim iizerine Shukla ve Rai (2023) , Shukla ve Nashine (2016) , Shukla ve

dig., (2013) kapsamli aragtirmalar yapmis ve alana 6nemli katkilar saglamistir.

Tirado (2012) mevcut literatiirde bulanik metrik uzaylarda Cauchy dizileri ve tamlik
icin Grabiec anlaminda G-Cauchy ve G-tamlik, George ve Veeramani anlaminda
M-Cauchy ve M-tamlik olmak tizere iki farkli tanim1 sunmustur. George ve Veeramani
anlamindaki M-tamlik taniminin Grabiec anlamindaki G-tamlik tanimdan daha genel
oldugunu gostermistir. Bu nedenle Grabiec anlaminda tam olan her bulanik metrik
uzaym George ve Veeramani anlaminda da tam olacagini gostermistir. Shukla ve Abbas
(2014) Grabiec anlamindaki Cauchy dizisi ve tamlik tanimlarini, bulanik metrik benzeri
uzaylara genisletmistir. Ardindan, Shukla ve Abbas (2016) hem Grabiec hem de
George ve Veeramani anlaminda bulanik metrik uzaylarda verilen Cauchy dizisi ve
tamlik tanimlarin1 genisleten ve birlestiren 1-Cauchy dizisi ve 1-tamlik tanimlarini
literatiire kazandirmistir. Ayrica bulanik metrik benzeri uzaylarda bir 6nceki sonuglari

birlestiren ve genisleten sabit nokta teoreminin sonuglarini da kanitlamiglardir.

Bu ¢alismada, 6nce Harandi (2012) ile Hosseini ve Fosner (2019) tarafindan tanimlanan
metrik benzeri yapinin 6zellikleri sunulmustur. Herhangi bir noktanin kendisine olan
mesafesinin sifir olmak zorunda olmadig1 metrik benzeri uzaylar, klasik metrik uzaylara
kiyasla problemlere daha esnek bir yaklasim olanagi sunmaktadir. Diger yandan bu

durum metrik benzeri uzaylarda, klasik metrik uzaylarda elde edilen dizilerin



yakinsakligi, Cauchy dizisi ve uzaym tamligi gibi temel tanimlarin da degismesine
neden olmustur. Dolayisiyla klasik metrik uzay yapisindan bulanik metrik uzaylara ve

sezgisel bulanik metrik uzaylara aktarilan 6zelliklerinde degismesi beklenmektedir.

Shukla ve Abbas (2014) metrik benzeri yapiy1 bulanik metrik uzaylarda incelemis ve
bulanik metrik benzeri uzaylar ve sabit nokta sonuglarini sunmustur. Ardindan bu
ozelliklerin sezgisel bulanik metrik uzaylarda incelenmesi ihtiyaci, bu tezin temel
konusunu olusturmustur. Calismanin hedefi sezgisel bulanik metrik benzeri uzaylari
tanitmak, bu uzaylarin 6zelliklerini sunmak ve cesitli 6rneklerle elde edilen sonuglari
detayli olarak agiklamaktir. Ayrica sezgisel bulanik metrik benzeri uzaylarda sabit nokta
teoremleri i¢esinde popiiler olan ve uygulamalarda olduk¢a 6nemli bir yere sahip olan
Banach sabit nokta teoremi ve bulanik daralma doniisiimiiniin sonuglarida arastirilmig
ve bu uzaylarda da sabit noktanin varh@ ve tekligi gosterilmistir. Ozel olarak Priskillal
ve Thangavelu (2017) tarafindan literatiire kazandirilan sezgisel bulanik metrik
uzaylarda (y,n)-daralma doniisiimiiniin bir modifikasyonu olarak, sezgisel bulanik
metrik benzeri uzaylarda (a,8)-daralma doniisimii tanimlanmistir. Bulanik metrik
uzaylar igerisinde Grabiec (1988) ve George ve Veeramani (1994) tarafindan iki farkli
sekilde tanimlanmis olan Cauchy dizisi ve tamlik tanimlari, sezgisel bulanik metrik
benzeri uzaylarda incelenmis ve 1 — M tamlik kavrami tanitilarak Onceki tanimlari
birlestiren ve genellestiren sonuglar sunulmustur. Sonuglarin, hem Grabiec hem de

George ve Veeramani'nin tanimlarinin bir genislemesi oldugu gosterilmistir.

Sonug olarak, bu c¢alismanin bulanik metrik ve sezgisel bulanik metrik alanindaki
arastirmalart ileriye tagimast Ve mevcut teoriye yeni bir bakis agist kazandirmasi
hedeflenmistir. Ozellikle, sezgisel bulanik metrik benzeri uzaylardaki teori ve
uygulamalarin gelistirilmesinde bir temel sunmas1 ve gelecekteki calismalar i¢in ilham

kaynag1 olmas1 amacglanmustir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezin devaminda kullanilacak olan temel tanimlara ve Orneklere yer
verilmistir. Sirasiyla siirekli tiggensel normlar (veya kisaca t-norm ve t-conorm);
karakteristik fonksiyon ve iiyelik fonksiyonu; bulanik kiimeler ve sezgisel bulanik
kiimeler ile bu kiimeler {izerine insa edilmis metrik yapilar bu boliimde ele alinan

kavramlardir.

2.1.Ucgensel Norm ve Conorm

Tanim 2.1.1: *:[0,1] % [0,1] — [0,1] bir ikili islem olmak tizere,

(T) Vu,v € [01] igcinu*xv =v *xu;

(T2) Vu,v,w € [0,1] i¢inu * (v * w) =(ux* v)*x w;

(T3) Vu,v,w,t € [0,1] icinu < v vew < £olmakiizere u*w < v * 1]
(T4) Vue [01]iginux*x1=u;

* iglemi T1,T2,T3,T4 6zellikleri sagliyorsa * islemine [0,1] kapali aralig1 tizerinde bir

tiggensel norm veya kisaca t-norm denir (Klement ve dig., (2000)).

Ornek 2.1.2: [0,1] kapali aralig1 iizerinde asagidaki sekilde tanimlanan ikili islemler

bilinen dort temel t-norm Ornekleridir.

uw* v = min{u, v} (Minimum t-norm)

U* v =uvr (Carpim t-norm)

wxv =max{fu+v—10} (Lukasiewicz t-norm)
_ 0 ; (u,v) €(0,1) x(0,1) .

U*v = {mi n{u, v} ;  diger durum (Drastic ¢arpum t-norm)

(Klement ve dig., (2000)).

Uyart 2.1.3: Tanim 2.1.1’den her « € [0,1]i¢cin #*0 =0« =0 esitliginin
saglandig1 goriilmektedir (Alghamdi ve dig., (2012)).



Tanim 2.1.4: A:[0,1] x [0,1] — [0,1] ikili islem olmak tizere,

S)Vu,ve [01]iginulAv =vAu;

(S2) V u, v, w € [0,1] igin u A(vAw) = (uAv) Aw;

(S3) Vu,v,w,t €[0,1] icinu < v vew < £ olmakiizere uAw < v At
(S4)Vue [01]icinuA0=wu;

Aislemi S1,S2,S3,S4 aksiyomlarini sagliyorsa A islemine [0,1] kapali arali1 iizerinde

bir liggensel conorm veya kisaca t-conorm denir (Klement ve dig., (2000)).

Omek 2.1.5: [0,1] kapali aralig1 iizerinde asagidaki sekilde tanimlanan ikili islemler

bilinen dort temel t-conorm ornekleridir.

uwAv =maks{u,v} (Maksimum t-conorm)

wulhv=u+ v—uv (Istatistiksel toplam t-conorm)

u A v =min{u +v,1} (Lukasiewicz t-conorm)
_ 1 ; (u,v) €(0,1)x(0,1) .

ulhv = {maks tww} s  diger durum (Drastic sinmirl toplam t-conorm)

(Klement ve dig., (2000)).

Uyart 2.1.6: Tanim 2.1.4’ten her « €[0,1]i¢in «A1l=1Au =1 esitliginin
saglandig1 goriilmektedir (Alghamdi ve dig., (2012)).

Uyar1 2.1.7: Bir A: [0,1] x [0,1] — [0,1] ikili islemi bir t-conormdur ancak ve ancak
en az bir t-norm * vardir 6yle ki her (u«,v) € [0,1] X [0,1] i¢in asagidaki esitliklerden

en az biri saglanir.
uxv=1-[1-u)A(1- v)] (2.1)

ulhv=1-[1—-u)*(1 - v)] (2.2)



Uyart 2.1.7°de verilen Denklem (2.1)’deki t-conorma t-normun duali ve Denklem
(2.2)’deki t-norma ise t-conormun duali denir (Klement ve dig., (2005)).

Not 2.1.8: Tanim 2.1.1 ve Tanim 2.1.4’te verilen t-norm ve t-conorm tanimlar1 sirasiyla
bulanik arakesit ve birlesimi karakterize etmek i¢in kullanilan aksiyomatik yapitaslari
olarak bilinmektedir. Bu tanimlar ilk olarak istatistiksel metrik uzaylar ¢aligmasi ile
Menger tarafindan verilmistir. Daha sonralar1 siirekli t-norm ve siirekli t-conorm igin

birgok yazar gesitli 6rnekler vermistir (Park J. H., 2004).

Uyan 2.1.9: «, > u, olmak tizere her w,,u, € (0,1) i¢in en az bir w3, u, € (0,1)
vardir 6yle ki 244 * 15 = 1, Ve 1y = u, A 1, saglanir. Benzer sekilde her «5 € (0,1)
icin en az bir wg, 1, € (0,1) vardir dyle ki g * 1y = ug Ve u; A u,; < ug saglanir
(Park J. H., 2004).

2.2.Bulanik Kiimeler ve Sezgisel Bulamk Kiimeler

Tanim 2.2.1: X # @ ve B € X olmak iizere yg: X — {0,1},

1 ; XEB,
XB(x)={0 . x¢&B.

fonksiyonuna B kiimesinin Karakteristik fonksiyonu denir.

Tanim 2.2.2 : X # @ bir kiime, B € X ve [ = [0,1] olmak iizere pug(x): X — [0,1]

fonksiyonu tarafindan karakterize edilen

B={(xpus(x)): x €X,up(x) €[01]} cX x I

kiimesine X’de bir bulanik kiime denir. Burada ug’ye B bulanik kiimesinin iiyelik
fonksiyonu ve her x € X igin ug(x) € I degerine de x’in B’ye iliye olma derecesi denir
(Zadeh , 1965).

Not 2.2.3: Tanim 2.2.1 ve Tanim 2.2.2 karsilastirildiginda gorilmektedir ki tiyelik
fonksiyonu yardimiyla elde edilen bir B bulanik kiimesi i¢in x € B iken ug(x) tiyelik
fonksiyonu [0,1] araliginda degerler almaktadir. Ozel olarak iiyelik fonksiyonu

up(x)’in sadece ‘0’ ve ‘1’ degeri aldigi durumda B kiimesine adi veya basit kiime denir.
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Bulanik kiime teorisinde evrensel ve bos kiime asagidaki sekilde tanimlanir:
X={Cux(x) =1Dlx e X} 0 ={(xux(x) =0)|xeXx}
Ornek 2.2.4:

0 )
upiR —[01], pp(0) = ;-1
1 )

Ul PR
IA
IA
Ul

seklinde tamimlanan B = { (x, Ug (x)) :x €ER, ug(x) €[0,1] } kiimesi bir bulanik
kiimedir. Sekil 2.1.1’de yukaridaki sekilde tanimlanan pg fonksiyonun grafigi
verilmistir. Burada grafik iizerinde segilen (x, Up (x)) sirali ikilileri ile elde edilen kiime

B bulanik kiimesidir.

g (x) fonksivonunun davramsi

101 — pp(x) T T

RN,

0.4

pg(x)

0.2

0.0 1

Sekil 2.1. ug fonksiyonunun ve B bulanik kiimesinin grafigi

Tanim 2.2.5: X # @ bir kiime ve B € X olmak iizere her x € X i¢in ug: X — [0,1] ve
vg: X — [0,1] fonksiyonlar ile elde edilen, sirasiyla iiyelik derecesi pg(x) ve lye
olmama derecesi vg(x) degeri olan B = { (x, uB(x),vB(x)) tx € X} kiimesine bir

sezgisel bulanik kiime denir (Atanassov, 1986).

Burada her x € X i¢in 0 < pg(x) + vg(x) < 1 saglanir (Atanassov, 1986).
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Orek 2.2.6 : X # @ kiimesi iizerinde her B bulanik kiime,

B = { (x, ug(x),1 —vg (x)) tx €X } yazilist ile bir sezgisel bulanik kiimedir
(Atanassov, 1986).

Not: 2.2.7: Sekil 2.2.2°de, Ornek 2.2.4’te verilen uj iiyelik fonksiyonu yardimiyla elde
edilen noktalarin tiyelik dereceleri mavi ¢izgi ile gosterilmistir. 0 < pg(x) + vg(x) <1

oldugundan noktalarin {iye olmama derecelerini belirleyen vy iiyelik fonksiyonu

1 , x<1

1
vp(x) = 1_Z(x_1) , 1<x<5
0 , 5<x

kuraliyla belirlidir. Noktalarin iiye olmama dereceleri grafik izerinde kirmizi renkli
cizgi ile gosterilmistir. Sonug olarak B sezgisel bulamik kiimesi sirasiyla elemanin
kendisi, tiyelik derecesi ve iiye olmama derecesi olmak iizere, (x, ug(x), vy (x)) sirali

ticliilerinden olusan kiimedir.

/
X 3.79798
0.8 Y 0.699495
L ]
06
X 3.79798
04 Y 0.300505
-
0.2 \
0

Sekil 2.2. ug, v fonksiyonlar1 ve B sezgisel bulanik kiimesinin grafigi

2.3.Bulanik Metrik Uzaylar

Kramosil ve Michalek (1975) metrik uzaylarin bir genellestirmesi olarak olasiliksal
metrik uzay kavramini (Schweizer ve Sklar, (1960)) bulanik duruma genellestirerek

bulanik metrik uzayr tanimlamistir. Ardindan George ve Veeramani (1994) siirekli
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ticgensel t-normlar yardimiyla bu tanimi modifiye etmis ve bulanik metrik uzaylarda
Hausdorff topolojisini elde etmistir. Bu kisimda 6nce Kramosil ve Michalek anlaminda
bulanik metrik uzaylar ve daha sonra George ve Veeramani anlaminda bulanik metrik

uzaylar incelenmistir.

Tanim 2.3.1: E c R olmak iizere X X X X E kiimesi tizerinde &y Karakteristik

fonksiyonu ile taniml1 B bulanik kiimesine, eger her x,y € X ve k,l € E igin;
(i) 6r(x,y,k)=0,Vk <0;

(i) k>0,6r(x,y,k)=1 © x=y,;

(i) r(x,y, w) = br(y,x, @) ;

(iv) S:[0,1] x [0,1] — [0,1] dlgiilebilir ve ikili fonksiyon, S(1,1) = 1 olmak iizere
&R(.’y' X, k + l) = S(’&R(J’: X, k);ﬁ/IR(y; X, l))1

(V) br(y, x, ), limy_, . 6r(y,x, w) = 1 i¢in her (x,y) € X X X gifti soldan siirekli ve

k 'min artan bir fonksiyonu ;

sartlar1 saglaniyorsa, 45 ile belirli B bulanik kiimesine X kiimesi iizerinde bir bulanik

metrik denir (Kramosil ve Michalek, (1975)).
Tanim 2.3.2: (X, &p,*) bir bulanik metrik uzay ve {x,,} < X olsun.

i) Her t > 0i¢in lim,_,q Or(xy, x,t) = 1ise {x,} dizisi x € X noktasina yakinsaktir

denir ve lim,_,, x,, = x olarak gosterilir.

i) Her t >0,p >0 i¢in limy,_,o Sr(Xp4p,Xn,t) = 1 oluyorsa {x,} dizisine bir

Cauchy (G-Cauchy) dizisi denir (Kramosil ve Michalek, (1975)).

Tanim 2.3.3: X # @ bir kiime, * siirekli t-norm ve F, X X X X [0, 00) iizerinde bir

bulanik kiime olsun. F bulanik kiimesi her x,y,z € X ve t,s > 0 igin
i) F(x,y,0) = 0;

i F,y,t) =1 &x=y;
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i) F(x,y,t) = F(y, x,t);
iV) F(x,y,t) * F(y,2,5) < F(x,z,t + 5);
V) F(x,y,.) : [0,00) — [0,1] sol siireklidir,

kosullar1 saglanmiyorsa (F,*) ikKilisine X f{izerinde Kramosil ve Michalek anlaminda
bulanik metrik ve (X, F,*) ticliisiine de Kramosil ve Michalek anlaminda bulanik metrik

uzay denir (Kramosil ve Michalek, (1975)).

Tanim 2.3.4: X # @ bir kiime, = siirekli t-norm ve F, X X X X (0,c0) {izerinde bir

bulanik kiime olsun. F bulanik kiimesi her x,y,z € X ve t,s > 0 i¢in
(BM1) F(x,y,t) > 0;

(BM2) F(x,y,t) =1 x =y,

(BM3) F(x,y,t) = F(y,x,t);

(BM4) Vt,s > 0igin F(x,y,t) * F(y,z,5) < F(x,z,t + s);

(BM5) F(x,y,.) : (0,00) — [0,1] stireklidir,

kosullarini sagliyorsa F’ye X iizerinde bir bulanik metrik (BM) ve (X, F,*) tgliisiine de
bir bulanik metrik uzay (BMU) denir. Burada F(x,y,t) degeri x ve y’nin t

parametresine gore yakinlik derecesini ifade etmektedir (George ve Veeramani, (1994)).

Ornek 2.3.5 : (X, d) bir klasik metrik uzay ve « * v+ = ww olsun. Her k, m,n pozitif

reel sayisi icin Fy(x,y,t) = p seklinde tanimlanan doniigiim bir bulanik

t"+md(x,y)

metriktir (George ve Veeramani, (1994)).
Gergekten k,m,n € R*; x,y,z € X ; t,s > 0 olmak iizere,
(i) d, X tuzerinde klasik metrik oldugundan d(x,y) = 0 ve t > 0, k, m,n pozitif reel

kt™"

sayilar oldugundan da F,(x,y,t) = ktn+md(x,y)

> 0 oldugu goriiliir.
(i) Fy(x,y,t) =1 © kt" = kt" + md(x,y) ©® md(x,y) =0
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odx,y)=0x=1y.
(iii) d, X tizerinde klasik metrik oldugundan d(x,y) = d(y, x)’ dir.

ket ke
kt® + md(x,y)  kt™ +md(y,x)

Fd(x;y;t): :Fd(y,x,t)

(iv) Fi(x,y,t) *Fy(y,z,5) < Fi(x,z,t + s) oldugu gosterilmelidir. Agikga d bir

klasik metrik ve k, m,n € R* olmak iizere,

kt™ ks™ < k(t+s)™
*
kt" + md(x,y) kt"+md(y,z) ~ k(t+s)"+md(x,z)

esitsizliginin saglandig1 gosterilmelidir.
Ucgen esitsizliginden d(x,z) < d(x,y) + d(y, z)’dir.

k(t+s)™ > 1ive m k(t+s)™

tn sn

k(t+s) > 1ve k(e+s)® > 1 oldugundan m

tn sn

> m’dir.

k(t+s)™
tn

k(t+s)™

d(x,y) +m o d(y, z)

md(x,z) <m

md(x,z) < d(x,y) n md(y,z) _ ks™md(x,y)+kt"md(y,z)
k(t+s)" — ktn kst Kk2tnsn

md(x, z) ks™md(x,y) + kt"md(y, z)
k(t+s)" ™~ k2tnsn

=1+

k(t+ )™+ md(x,z) - k2t"s™ + ks"md(x,y) + kt"md(y, z)
k(t+ s)n - k2tnsn

m > 0 oldugundan m2?d(x,y)d(y,z) = 0’dur.

k(t+ )™+ md(x,z) - k%2t"s™ + ks"md(x,y) + kt"md(y, z)
k(t+ s)n - k2tnsn

k2t"s™ + ks™md(x,y) + kt"md(y, z) + m?d(x,y)d(y, z)
= k2tnsn

k2tnsn

k?2t"s™ + ks™md(x,y) + kt"md(y, z) + m?d(x,y)d(y, z)
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- k(t+s)™
T k(t+s)"+md(x,z)

. kt™ ks™ - k(t+s)™
kt™ + md(x,y) ks™ + md(y,z) ~ k(t +s)" + md(x, z)

=>F;(x,y,t) *F;(y,z,5) < Fy(x,z,t +s) olur.
(V) to > 0veherx,y € X igin

ktn lim ktn

t—)to

limF;(x,y,t) =1li =
tlltrﬁ a(%,,t) tirg,kt”+md(x,y) tlnpkt”+md(x,y)
—lo

kto™

= rmity) F;(x,y,ty) olup, F;bir bulanik metriktir.

elde

Sonug¢ 2.3.6: Ornek 2.3.5'te k=m=n=1almirsa F;(x,y,t) = raGa)

edilir. F; bulanik metrigine d metrigi tarafindan indirgenen standart bulanik metrik

denir (George ve Veeramani, (1994)).

Sonug 2.3.7: Her klasik metrik uzaydan bir BMU elde edilebilir (George ve Veeramani,
(1994)).

Tanim 2.3.8: (X, F,*) bir bulanik metrik uzay ve {x,} < X olsun.

i) {x,} dizisi x € X noktasina yakinsaktir ancak ve ancak her t > 0ig¢in

lim, o F(xy,x,t) = 1 saglanir.

ii) {x,,} dizisine bir Cauchy (M-Cauchy) dizisi denir ancak ve ancak her € € (0,1) ve
t >0 i¢in en az bir ny € N vardir 6yle ki her m,n = nyigin F(x,, x;,t) > 1 —€
saglanir veya denk olarak her t > 0 i¢in limy, ;00 F (Xp, X, t) = 1 saglanir (Gregori
ve dig., (2024)).

2.4.Sezgisel Bulanik Metrik Uzaylar

Bu boliimde sezgisel bulanik metrik ve sezgisel bulanik metrik uzaylar kavramlari

incelenecektir.
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Tanim 2.4.1: X # @ bir kiime ve F, G kiimeleri X X X X (0, o) lizerinde taniml1 bulanik
kiimeler olmak tizere, siirekli t-norm ve t-conorm tanimlar ile birlikte her x,y,z € X ve

her s, t > 0 igin,

(SBM1) F(x,y,t) + G(x,y,t) < 1;

(SBM2) F(x,y,t) > 0;

(SBM3)F(x,y,t) =1 x =y;

(SBM4) F(x,y,t) = F(y,x,t);

(SBMD) F(x,y,t) * F(y,z,s) < F(x,z,t + s);
(SBM6) F(x,y,.) : (0,00) — (0,1] stireklidir;
(SBM7) G(x,y,t) > 0;

(SBM8) G(x,y,t) =0 = x =y;

(SBM9) G(x,y,t) = G(y,x,t);

(SBM10) G(x,y,t)AG(y,z,s) = G(x,z,t + 5);
(SBM11) G(x,y,.) : (0,00) — (0,1] siireklidir,

kosullarin1 saglayan (F,G) ikilisine X iizerinde bir sezgisel bulanik metrik ve
(X,F,G,*,A) beslisine sezgisel bulanik metrik uzay (SBMU) denir. Burada F(x,y,t)
fonksiyonu x ve y’nin t’ye gore yakinlik derecesini ve G(x,y,t) fonksiyonu ise x ve

y’nin t’ye gore yakin olmama derecesini gosterir (Park J. H., 2004).

Uyar1 2.4.2:

1) Tanim 2.4.1°de (SBM7) 6zelligi (SBM1) ve (SBM2)’den elde edilmektedir.

2) (X, F,G,x,A) bir sezgisel bulanik metrik uzay ise (X, F,*) bir bulanik metrik uzaydir.
Tersine, her (X, F,x) bulanik metrik uzay1 t-norm ve t-conorm iliskili iken, agik¢a her
y,x €XiginyAx=1—((1—y)*(1—x)) esitligi saglandiginda, (X, F,1 — F,x,A)
formunda bir sezgisel bulanik metrik uzaydir (Park J. H., 2004).
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Uyan 2.4.3: Bir (X,F,G,*,A) sezgisel bulanik metrik uzaymnda F(x,y,.) fonksiyonu
azalmayan ve G (x, y,.) fonksiyonu artmayandir (Park J. H., 2004).

Orek 2.4.4: (X,d) bir klasik metrik uzay ve her w,v € [0,1] igin siirekli t-norm
w*1v =wuv ve sirekli t-conorm wAv =min{1,« + v} olsun. X X X x (0, )
izerinde F; ve G4 bulanik kiimeleri her k, m, n pozitif reel sayisi igin,

kt"
Fd(x,y, t) = k

_ _ dxy)
t"+md(x,y) ve Gq(x,y,t) = k

t"+md(x,y)

seklinde tanimlandiginda (X, F4, G4 *, A) bir sezgisel bulanik metrik uzaydir. (Park J.
H., 2004).

Uyar1 2.4.5: Ornek 2.4.4’te siirekli t-norm w« * v = min{u, v} ve siirekli t-conorm
uwlAv = max{u, v} alindiginda da bir sezgisel bulanik metrik uzay elde edilir. Boylece
(F, G) ikilisi herhangi bir stirekli t-norm ve siirekli t-conorma goére de X iizerinde bir

sezgisel bulanik metrik olur. Benzer sekilde Ornek 2.4.4’te k = m = n = 1 alindiginda

t
t+d(x,y)

a(x,y)
t+d(x,y)

Fi(x,y,t) = ve Gy(x,y,t) = elde edilir ve bu sezgisel bulanik metrige

klasik d metrigi tarafindan iretilen standart sezgisel bulanik metrik denir (Park J. H.,
2004).

Ornek 2.4.6: X = N, siirekli t-norm « * v = maks{0, « + v — 1} ve siirekli t-conorm
uAv =u+1v —uwv olsun. X X X X (0,) iizerinde F ve G bulanik kiimeleri her

t>0vex,y € X igin,

= , XSy,
F(x,y.t)={§ J<x

X

E, x <Yy,
G(x,y,t) = {,ﬁy

¥y <x

X

seklinde tanimlandiginda (X, F, G,*, A) bir sezgisel bulanik metrik uzaydir (Park J. H.,
2004).
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Uyar1 2.4.7: Ormek 2.4.6’da tanimli siirekli t-norm ve t-conorm iliskili degildir. Bu
durumda X fiizerinde, F(x,y,t)ve G(x,y,t)Omek 2.4.6°daki gibi tanimli iken

a(xy)

t 1 1 1 . DR
t+d(x,y) olacak sekilde higbir d klasik metrigi

t+d(x,y)

F(x,y,t) = ve G(x,y,t) =

bulunamaz. Aym zamanda Omek 2.4.6°da siirekli t-norm w * v = min{u,v} ve
sirekli t-conorm w A v = maks{u,v} seklinde alinirsa (F,G) bulanik kiimeleri
sezgisel bulanik metrik degildir (Park J. H., 2004).

Tanim 2.4.8: (X, F,G,x,A) bir sezgisel bulanik metrik uzay, t >0, £ € (0,1) ve
x€X olsun. B(xét)={yeX:F(x,yt)>1-¢&, G(x,y,t) <&} kiimesine
(X,F,G,x,A)’da t’ve gore x-merkezli  &-yaricapli  agik  top  denir.
Trey ={B cX:Vx € Xicin3t > 0ve ¢ € (0,1) vardir dyle ki B(x,¢§,t) € B }
seklinde tanimli kiime ailesi X {izerinde bir topolojidir (Park J. H., 2004).

Ornek 2.4.9: (X,F,G,x ) sezgisel bulanik metrik uzayr Uyan 2.4.5’te ifade edildigi
gibi klasik d metrigi tarafindan iretilen standart sezgisel bulanik metrik uzay olsun.
Burada X = R {izerinde klasik d metrigi d(x,y) = |x —y| ve x,¢&,t degerleri 6zel
olarak x =0 ;& = 0,5; t = 1 olarak seg¢ildiginde, t’ye gore x-merkezli &-yarigapl agik
top B(0,0,5,1) olur. F;(0,y,1) > 1 —0,5ve G;4(0,y,1) < 0,5 esitsizliklerini saglayan
y € [-1,1] degerleri i¢cin F; ve G; bulanik kiimelerinin davramiglart Sekil 2.3°te
gosterilmistir. Eger burada y € [—10,10] alinirsa, bu durumda F; ve G, bulanik

kiimelerinin davraniglart ile x = 0’1in & = 0,5 civart Sekil 2.4’te gosterilmistir.

B(0, 0.5, 1) Kumesi(x =0, ¢{=05,t=1)

10 e Fixyt)

“uy
X
Ly
¥

Fa(0,y,1) ve Gu(0,y,1)
Q
w

oy
.....
oy, | |

0.2

0.0

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 075 100
Y

Sekil 2.3. y € [—1,1] degerleri igin F; ve G, bulanik kiimeleri
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B(0, 0.5, 1) Kiimesi ic Bolgesi (x =0, {=05,t=1)
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-10.0 =15 -5.0 =25 0.0 25 5.0 75 10.0

Sekil 2.4. y € [—10,10] degerleri i¢in F; ve G4 bulanik kiimeleri

2.5.Sezgisel Bulanik Metrik Uzaylarda Yakinsakhk

Bu boliimde sezgisel bulanik metrik uzaylardaki yakinsaklik kavrami tanimlanmistir.

Tanim 2.5.1: (X, F, G,*, A) bir sezgisel bulanik metrik uzay, {x,} < X bir dizive x € X
olsun. Her t >0 ve ¢ € (0,1) igin en az bir n; € N var 6yle ki her n > n; i¢in
F(xp,x,t) >1—& ve G(xy, x,t) <& oluyorsa {x,} dizisi x’e yakinsaktir denir ve

n — oo i¢in x,, — x seklinde yazilir (Park J. H., 2004).

Teorem 2.5.2: (X,F,G,x A) bir sezgisel bulank metrik uzay ve Jipg) X lizerinde

bulanik metrik tarafindan {tretilen topoloji olsun. X ‘de bir {x,}dizisi n — oo igin

X, — x ancak ve ancak F(x,,x,t) = 1ve G(x,, x,t) - 0 (Park J. H., 2004).

Ispat: t > 0 sabit ve varsayalim Ki x,, = x olsun. Bu durumda bir & € (0,1) i¢in en az

bir n; € N vardir 6yle ki her n > n, i¢in x, € B(x, &, t)’dir.

SBMU’da agik top tanimindan 1 — F(x,,x,t) <& ve G(xp, x,t) <& elde edilir ve
buradan n —» o F(x,,x,t) > 1 ve G(x,,x,t) = 0 bulunur. Tersine, her t > 0 igin
n — oo F(x,,x,t) > 1ve G(x,, x,t) = 0 olsun. Buradan en az bir n; € N vardir 6yle
Ki her n > nyigin 1 — F(x,, x,t) < £ ve G(x,, x,t) < & saglanir. Buradan her n > n,
elde edilir. Bdylece her n > n; i¢in

O

icin F(x,,x,t) >1—¢& ve G(x,,x,t) <&

Xo € B(x,&,t) olup x,, —» x’dir.

20



Tanim 2.5.3: (X, F, G,*, A) bir sezgisel bulanik metrik uzay olmak tizere,

i) {x,} dizisi X ‘de bir Cauchy dizisidir ancak ve ancak Ve > 0 ve Vt > 0 i¢in An, € N

vardir 6yle ki Vn,m = nq igin F (x,,, X, t) = 1 — € Ve G (X, X, t) — € saglanur.

i) Eger her Cauchy dizisi Jirg)’ye gore yakinsak ise (X,F,G,x,A) beslisi bir tam
SBMU’dir (Park J. H., 2004).

Teorem 2.5.4: (X,F,G,*,A) bir sezgisel bulanik metrik uzay ve X’deki her Cauchy
dizisi yakinsak bir alt diziye sahipse bu durumda (X, F,G,*,A) tamdir (Park J. H.,
2004).

Ispat: {x,},X ‘de bir Cauchy dizisi ve {x,,}, {x,}dizisinin x‘e yakinsak bir alt dizisi
olsun. x,, = x oldugu gosterilmelidir. t > 0ve ¢ € (0,1) alinsin. « € (0,1) secelim

oyleki (1—2u)*(1—u)=1—¢ve uwulAu < eolsun. {x,} dizisi X ‘de bir Cauchy
dizisi oldugundan bir n; € N vardir 6yle ki her m,n = n, i¢in F (xm, Xn» %) >1—u

ve G (xm,xn, %) < u saglanir. x,, - x oldugundan en az bir i, € N vardir dyle ki

I, > noVveF (xl-p,x, 2) >1—uveG (xip,x,g) < w dir. Buradan eger n > n, ise
F(x,, x,t) = F(xn,xip,g) x F (xip,x,g) >S(1—-w)*x(1—-u)=>1-¢
G(xy,x,t) <G (xn,xip,é)A G (xip,x,é) <ulu<se

olup, boylece x,, = x oldugu gorilir. O halde (X, F,G,*,A) bir tam sezgisel bulanik

metrik uzaydir. m

Lemma 2.5.5: {x,} dizisi (X, F,G,*, A) sezgisel bulanik metrik uzayinda bir dizi olsun.
Eger 0 < a < 1 olacak sekilde bir a pozitif sayist var ve n = 1,2,3, ... olmak {izere
s,u € [0,1] i¢cins * s =5, uA u < u esitsizliklerini saglayan siirekli iggensel t-norm

ve t-conorm igin,

t t
F(xp, Xp4e1,t) = F (xo,xl,ﬁ) ve G(xXp, Xpe1,t) <G (xo,xl,ﬁ)

esitsizlikleri saglaniyorsa {x,} dizisi X de bir Cauchy dizisir (Park J. H., 2004).
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Ispat: Her p i¢in Tanim 2.4.1 (SBM5) ve (SBM10)’dan,

t t t
F(xn+prxnr t) = F (xn'xn+1'5) *F (xn+1'xn+215> ¥k F (xn+p—1'xn+p'5>

t t t
= F(XO,Xl,M) * F (Xo,xl,m) * .x F (XO,Xl,W>

t t t
G(Xn+p, Xn, t) S G (Xn, xn+1, 5) A G (xn+1, xn+2,5> A ...A G (xn+p_1, xn+p,5>

<G (xo,xl,w%> AG (xo,xl,ﬁ) A.LLAG (xo,xl,ﬁ>

olup, buradan lim,,_,o F (xo’xl’w%) =1velim, G (XO'xl'w%) =0
elde edilir. Siirekli t-norm ve siirekli t-conormun 6zelliginden,

iMoo F(Xpap, X t) = 1% 1 .x 1> 1ve

lim,_ G(xn+p, Xn» t) <0AOA..A0 < 0oldugundan,

lim, e F(xn+p,xn, t) =1ve lim,_ G(xn+p,xn, t) = 0 elde edilir.

Sonug olarak Tanim 2.4.1 (SBM1)’den, {x,,} bir Cauchy dizisidir (Park J. H., 2004). O
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3.METRIiK BENZERI UZAYLAR

Bu boliimde Matthews (1994) tarafindan literatiire kazandirilan kismi metrik uzaylarin
bir genellemesi olarak Harandi (2012) tarafindan tanimlanmis olan metrik benzeri
uzaylar tanmitilmig, ¢esitli Ornekler sunulmus ve elde edilen bazi yeni sonuglar
gosterilmistir. Kismi metrik uzaylar ile metrik benzeri uzaylar arasindaki iliski

nedeniyle ilk olarak kismi metrik tanimi verilmistir.

Tanim 3.1: X # @ bir kiime ve ¢: X X X - R* fonksiyonu her x,y, z € X i¢in
(KM x =y & ¢(x)=9oky) =oy,y);

(KM2) ¢ (x,x) < ¢(x,y);

(KM3) ¢(x,y) = ¢(y,x);

(KM4) ¢(x,2) < o(x,¥) + o(0,2) — o, y),

ozelliklerini sagliyorsa ¢’ye X lizerinde bir kismi metrik ve (X, ¢)’ye de kismi metrik

uzay denir (Matthews, 1994).

Tanim 3.2: X # @ bir kiime olmak iizere 0: X X X - R* fonksiyonu eger asagidaki

Ozellikleri sagliyorsa o’ya X tizerinde bir metrik benzeri doniisiim denir.
(MBl)o(x,y) =0=> x=1y;

(MB2) o(x,y) = o(y, x);

(MB3) 6(x,z) < a(x,y) +o(y, z).

(X,0) ikilisine ise metrik benzeri (MB) (dislocated veya d-metrik) uzay denir
(A.Amini-Harandi, 2012).

Uyart 3.3: Klasik metrik doniisimii tanimi ile karsilastirildiginda metrik benzeri
doniistimde (MB1) aksiyomunun tek yonlii olarak saglandigi goriilmektedir. Agikca
burada x = y oldugu durumda o(x,x) = 0 olabilecegi ve dolayisiyla sifir olmayan 6z
mesafenin neden 6nemli oldugunun agiklanmasi ihtiyact dogmaktadir. Matthews (1994)

kismi metrik uzaylarda ¢ (x, x) ifadesinin x’in igerdigi bilgi miktarimi ifade eden agirlik
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veya boyutu ifade ettigini ve @(x, x) ifadesi kiiciildiikge x’in tanimli olma durumunun
arttigini, @(x,x) = 0 oldugunda ise x’in tam olarak tanimlandigin1 belirtmistir. Daha
sonralar1 Bukatin ve dig., (2009) yayinladiklar1 kismi metrik uzaylar adli ¢alismada
klasik metrik aksiyomu olan d(x,y) = 0 © x = y ifadesinin igerdigi noktanin kesin
olarak bilindigini varsayan yaklasimin bilgisayar bilimleri igerisinde gercekei
olmadigini ileri stirmistiir. Matematikte x = x ifadesinin kesinligi tartismasiz iken,
bilgisayar bilimleri igerisinde bir ifadenin dogrulugu ile o ifadenin hesaplanabilirliginin
dogru orantili oldugunu ve dolayisiyla bilgisayar bilimleri alaninda 6z mesafenin sifira
esit olma gerekliliginin uzakligi ima etmek zorunda olmadigini 6ne siirmiislerdir.
Ardindan Harandi (2012) her kismi metrik uzayin bir metrik benzeri uzay oldugunu

fakat tersinin her zaman saglanmak zorunda olmadig1 gostermistir.

Ornek 3.4’te klasik metrik uzaylarin bilgisayar dilinde ifade edilisi bicimi ve kismi
metrik uzaylarin ve dolayisiyla metrik benzeri uzaylarin neden gerekli oldugu

aciklanmugtir.

Omek 3.4: S kiimesi S iizerindeki x = {xg, x;, X5, ...} seklindeki sonsuz dizilerin bir
kiimesi olsun. Tiim bu sekildeki X ve y dizileri igin, en biiyiikk k (muhtemelen o) 6yle ki
her i < k icin x; = y; olmak iizere, d¢(x,y) = 27% seklinde tanimlansin. Dolayisiyla
ds(x,y), 1 boli 2 iissii hem x hem de y igin ortak olan en uzun baslangi¢ dizisinin
uzunlugu olarak tanmimlanir. (§%,d) bir metrik uzaydir. Bilgisayar dilinde bu metrik
uzayin nasil gosterilecegi ve sonsuz bir x dizisiyle ilgilenmek igin bunun nasil
hesaplanacagi, yani Xxg, X1, X,,... degerlerini (ekrana veya kagida) yazdiracak bir
bilgisayar programinin nasil kodlanacagi bilinmelidir. x sonsuz bir dizi oldugundan
degerleri sonlu bir zaman diliminde yazdirilamaz ve bu nedenle bilgisayar bilimciler x
dizisinin kendi pargalarindan, {x,}, {x, x1}, {xo, X1, X2}, ... seklindeki sonlu dizilerden
dizinin nasil olustugu ile ilgilenmektedirler. Her bir x;, degeri basildiktan veya
yazildiktan sonra sonlu {xg, xq, ..., X, } dizisi sonsuz dizinin su ana kadar iiretilen
kismin temsil etmektedir.Dolayisiyla bilgisayar bilimlerinde her sonlu dizi, tamamen
hesaplanan sonsuz bir x dizisinin kismen hesaplanmig bir versiyonu olarak
diistiniilmektedir. Simdi dg'nin yukaridaki taniminin § iizerindeki tiim sonlu dizilerin
kiimesi olan §”'ye genisletildigi varsayilsin. Bu durumda Tanim 3.2°de verilen

(MB1),(MB2) ve (MB3) aksiyomlar1 saglanir. Ancak eger x sonlu bir dizi ise bu
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durumda bir k < oo igin ds(x,x) = 27% # 0 olmaktadir. Ciinkii esitlik durumu yani
x; =x; ancak x; tammlandiginda olabilmektedir. Dolayisiyla klastk metrik
aksiyomundaki x =y ise d(x,y) =0 ifadesi sonlu diziler i¢in saglanmadig
goriilmektedir. Bu durum klasik metrik uzaylar teorisi ile bilgisayar biliminin ¢agdas
deneyimi arasinda ilgi c¢ekici bir karsitilik ortaya ¢ikarmaktadir. Dolayisiyla
uygulamalarda faydali sonuglar elde edilmesi adina kismi metrikler lizerine ¢aligilmasi

gerekli goriilmektedi (Bukatin ve dig., (2009) ).

Omek 3.5: X = R ve 0:X X X » R*olmak iizere her x,y € X i¢in o(x,y) = |x| + |y

kuraliyla tanimlanan (X, o) bir metrik benzeri uzaydir ( Hussain ve dig., (2014)).

Omek 3.6: X =R* ve 0:X XX - R, o(x,y) = maks{x,y} olmak iizere her
x,y € X i¢in (X, o) bir metrik benzeri uzaydir (Shukla ve Abbas (2014)).

Ornek 3.7: X # @ bir kiime ve (X, d) bir klasik metrik uzay olsun. Her x,y € X icin
0: XXX ->R"; 0(x,y) =1+d(x,y) seklinde tanimli o0,X iizerinde bir metrik

benzeri doniisiim olup (X, o) bir metrik benzeri uzaydir (Hosseini & Fosner, 2019).

Tanim 3.8: X # @ bir kiime olmak iizere x-merkezli ¢-yaricapli o-agik top her x € X,
E>0 i¢in By(x,&) ={yeX: |o(x,y) —a(x,x)| < &}dir (Hosseini & Fosner,
2019).

Not 3.9: Matthews (1994) tarafindan literatiire kazandirilan kismi metrik uzaydaki agik
top tanim1 B :(x) = {y € X | ¢(x,y) < &} seklinde olup, & = ¢(x,x) > 0 alindiginda
bazi kismi metrikler igin By ,)(x) = @ olmaktadir. Tamim 3.8 ile karsilastirildiginda
metrik benzeri uzaylardaki agik top taniminin farkli oldugu goriilmektedir. Bunun
nedeni Tanim 3.1 (KM2)’de ifade edilen bir noktanin kendisine olan uzakliginin
0 < p(x,x) < @(x,y) seklinde ifade edilmis olmasidir. Benzer sekilde klasik metrik
uzaylar ile metrik benzeri uzaylar karsilastirildiginda, klasik metrik uzaylardan elde
edilen baz1 topolojik Ozelliklerin ve dizilerin yakinsakligi hakkindaki bilgilerin de

metrik benzeri uzaylara tasinmadigi gézlemlenir.

Tanim 3.10: X # @ bir kiime olmak iizere X iizerindeki her o metrik benzeri doniigiim,

B, agik toplar ailesini taban kabul eden 7 topolojisini tiretir (Hosseini & Fosner, 2019).
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Uyan 3.11: (X, o) ikilisine bir metrik benzeri uzay olmak {izere, bu uzayin noktalari ii¢
farkl sekilde kategorize edilebilir: esit-benzeri noktalar kiimesi, tamamen ayrik noktalar

kiimesi, esit benzeri ve tamamen ayrik olmayan noktalar kiimesi.

Tanim 3.12: (X,o0) ikilisi bir metrik benzeri uzay ve x € X olmak iizere eger
lim,_ o 0(x,,x) = a(x,x)ise {x,} € X dizisi x € X’e yakinsaktir denir (A.Amini-
Harandi, 2012).

Tanim 3.13: (X, o) ikilisi bir metrik benzeri uzay ve x,y € X olmak iizere eger x,, = x
ve x,, — y olacak sekilde bir {x,,} € X ise x ve y noktalarina esit benzeri noktalar denir
(Hosseini & Fosner, 2019).

Teorem 3.14: x ve y noktalar1 esit benzeri noktalardir ancak ve ancak her ¢ € R* i¢in
B,;(x,&) N B;(y, &) + @ dir (Hosseini & Fosner, 2019).

Ispat: Varsayalim x,y € X esit benzeri noktalar olsun. Bu durumda Tanim 3.13 geregi
X, = xvex, =y olacak sekilde bir {x,} € X vardir. Celiski elde etmek igin
varsayalim ki en az bir £ >0 vardir 6yle ki B,(x,&) N B,(y,§) = @ saglansin.
X, = xVe x, =y oldugundan € =¢ i¢in N;,N, € N vardir 6yle ki n > N; i¢in
Xn € By (x,&) ve n = N, i¢in x,, € B,;(y, &) saglanir. Eger n = maks{N;, N,} segilirse,
Xn € By(x,€) N B;(y,&) = @ elde edilir ki bu bir geliskidir.

Tersine, varsayalim ki her & > 0 i¢in B;(x, &) N B, (y, &) # @ olsun. {x,,} c X dizisinin
X, = x ve x, = y olacak sekilde farkli iki noktaya yakinsadigi gosterilmelidir. &, = %
olarak tanimlansin. O halde varsayimdan, herhangi bir n € N i¢in x,, € X vardir dyle ki
Xn € B, (x, %) N B, (y, % ) Gergel sayilarin Arsimet 6zelligini sagladig: bilindiginden,
verilen pozitif bir € i¢in bir N € N vardir dyle ki % < €. Boylece herhangi bir n > N
icin x, € B, (x,%) N B, (y,%) C B, (x,%) N B, (y,%) C B,(x,€) N B;(y,e) elde
edilir. Bunun anlami tiim € > 0 i¢in en az bir N € N vardir dyle ki n > N i¢in

X, € Bs(x,€) ve x,, € B,(y, €) oldugudur. O halde x,, - x ve x,, = y elde edilir. Bu

durumda x ve y esit benzeri noktalardir. O
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Tanim 3.15: (X, o) ikilisi bir metrik benzeri uzay ve x,y € X olmak iizere eger x,y
noktalar igin o(x,y) > o(x,x) + a(y,y) esitsizligi saglaniyorsa x ve y noktalarina

tamamen ayrik noktalar denir (Hosseini & Fosner, 2019).

Sonug 3.16: Eger x ve y noktalar1 tamamen ayrik noktalar ise bu noktalar esit benzeri
olmayan noktalardir. Teorem 3.14’iin degilinden x ve y noktalar1 tamamen ayrik
noktalardir ancak ve ancak en az bir § € R dyle ki B,;(x,¢) N B, (y,§) = @ oldugu

goriiliir. O halde uzayin tamamen ayrik noktalari i¢in (X, o) Hausdorff bir uzaydir.

Sonu¢ 3.17: (X,o) ikilisi bir metrik benzeri uzay olmak iizere xve y noktalari

tamamen ayrik noktalar ise bu noktalarin her ikisine de yakinsayan higbir dizi yoktur

(Hosseini & Fosner, 2019).

Ispat: Varsayalim ki x ve y noktalar1 tamamen ayrik noktalar olsun. Celiski elde etmek

icin {x,} € X dizisinin x ve y noktalarmin her ikisine de yakinsadigin1 varsayalim.
d=o(x,y)—o(y,y)—o(x,x) olmak tlizere d; = %d olsun. x, » xvex, -y

oldugundan € = d; i¢in en az bir N;, N, € N vardir dyle ki n = N, N, igin,
lo(xp, x) —o(x,x)| < djve |lo(x,y) —a(y,y)| < d; saglanir.

N = maks{N;, N,} secilirse,

maks {| a(xy,x) —a(x,x)|,| 6(xy,y) — a(y,y)|} < d, elde edilir. Boylece,
o(x,y) = loCx,y)| < |o(x,xy) + a(xy, ¥

< loGxy) + oy, y) —o(x,x) +a(x,x) —o(y,y) + a(y, y)l

< Jo(xxy) —o(x,0)| + ooy, y) —o( )| +o(x,x) +a(y,y)
<d+di+o(xx)+0(y,y)=2d +0(x,x)+d(y,y)

= g(d(x,y) —O'(X,X) —U(y,y)) +O'(X,X) +0—(y'y)

= g o(x,y) + ga(x, x) + ga(y, y) olup, bunun anlami o(x,x) + o(y,y) > a(x,y)

oldugundan celiski elde edilir. O halde varsayim yanlistir. O
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Not 3.18: x € X herhangi bir nokta olmak iizere, asagidaki esitsizlikler saglanir.
a(x,y) Z%J(x,x) ve a(x,y) Zmaks{%a(x,x),%o(y,y)} (Hosseini & Fosner,

2019).

Uyan 3.19: Esit benzeri noktalar ve tamamen ayrik noktalar arasindaki mantiksal iligki

asagidaki sekilde yorumlanmaktadir.
Esit benzeri noktalardir.= Tamamen ayrik nokta degillerdir.
Tamamen ayrik noktalardir.= Esit benzeri nokta degillerdir.

Lemma 3.20: Eger x ve y noktalar1 esit benzeri noktalar ve y ve z noktalar1 esit benzeri

noktalar ise 0 halde x ve z noktalar1 da esit benzeri noktalardir.

Ispat: Hipotezin saglandigimi varsayalim. Bu durumda Teorem 3.14’ten, her € > 0 igin
B;(x,€) N B;(y,€) # @ ve benzer sekilde, her € > 0i¢in B,(y,€) N By(z,€) # @
oldugu aciktir.

€ € R* oldugundan, bu durumda B, (y, €) N B,(z,€) # @ olup buradan,

= (Bg(y, €) N B;(z, e)) NB,(x,e) #0® N B,(x,e) =0

= B,(y,€) N (BO-(Z, €) N By(x,€)) # @

= B,(y,€) # @ ve (By(z,€) N B,(x,€)) + 0

= Ve > 0igin B;(z,€) N By(x,€) # 0

= Xx Ve z noktalar1 esit benzeri noktalardir. O

Tanim 3.21: (X, o) ikilisi bir metrik benzeri uzay ve D c X olsun. Bir x, € X elemant,
her € > 0 igin en az bir a € D vardir dyle ki |a(xg, a) — a(xg, xo)| < € esitsizligini
sagliyorsa x, € X’e D’nin bir kapanis noktast denir. D’nin tiim kapanis noktalarinin

kiimesine D’nin kapanmis1 denir ve D seklinde yazilir.

D={x,€X|Ve>03a€D: |o(xga)—o(xyx,)| <€} kiimesidir ve acik¢a
X0 ED © Ve > 0icin B, (xy,€) N D # @ “dir (Hosseini & Fosner, 2019).
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Teorem 3.22: (X,o0) bir metrik benzeri uzay ve D kiimesi X’in bostan farkli bir alt
kiimesi olsun. x, € D ancak ve ancak en az bir {x,} € D 6yle ki x, = x, saglanir
(Hosseini & Fosner, 2019).

Ispat: x, € D olsun. O halde n € N olmak iizere her €, = % icin bir x,, € D vardir dyle

Ki |o(x,, x0) — a(xy, x0)| < % saglanir ki bunun anlami lim,,_,, 0(x,, , x9) = 0(xg, Xo)

olmasidir. Sonug olarak {x,} € D dizisi x,’a yakinsaktir.

Tersine varsayalim ki {x,,} € D dizisi x,’a yakinsak olsun. Simdi gosterilmesi gereken
xo € D oldugudur. € herhangi bir pozitif say1 olsun. Bir N € N vardir 6yle ki her n > N
icin x, € B, (xg, €) ‘dur ki bunun anlami D N B, (x,, €) # @ olmasidir. Béylece € > 0

keyfi oldugundan, x, € D elde edilir. O

Tanim 3.23: (X, o) bir metrik benzeri uzay ve D kiimesi X’in bostan farkli bir alt

kiimesi olmak iizere x, € X ile D kiimesi arasindaki uzaklik,

d(xo, D) = inf{|o(xg,a) —a(xg,x0)| : a € D} seklinde belirlidir (Hosseini &
Fosner, 2019).

Teorem 3.24: (X, o) ikilisi bir metrik benzeri uzay ve @ #= D < X olsun. Bu durumda
D = {x € X|d(x,D) = 0} “dir (Hosseini & Fosner, 2019).

Ispat: D € {x € X | d(x,D) = 0} oldugu gosterilmelidir.

X9 €D = Ve > 0,D N B,(xy,€) # @

=>Ve>0,3ay €D :|o(ay xg) —a(xy,xp) | <€

= Ve > 0,d(xy,D) <€

= d(xy, D) = 0°dir. Béylece, D € {x € X | d(x, D) = 0} oldugu goriiliir.

Tersine eger d(xq, D) = 0 ise, x, € D oldugu gosterilmelidir. n € N olmak {izere her
€n =% icin bir x,, € D vardir 6yle ki |a(xg, x9) — (xp, X0)| <% saglanir. Teorem

3.22°den x, € D elde edilir. Boylece x,’a yakinsak olacak sekilde bir {x,} € D dizisi
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vardr  ve f{x€X|d(x,D)=0}SD oldugu goriilir.  Sonu¢  olarak
D = {x € X | d(x, D) = 0} elde edilir. O

Teorem 3.25: (X, o) ikilisi bir metrik benzeri uzay ve D, E < X olsun.
i)D c D
i) (D) = D

UE

o]

iy DUE =
V)0 =0

Ispat: i) D’nin kapanisiin taniminda x, = a segilirse her € > 0 igin istenilen esitsizlik

saglanir. D’nin kapanigiin D’yi kapsayan en kiiciik kapali kiime oldugu gortliir.

i) i’den, D € (D) oldugu agiktir. Tersine,

Xo E(_]j) = Ve > 0,B,(xg,€)ND =@

=>Ve>0,3a€D: |o(xga) —oa(xyx)| <€

= Ve > 0,d(x,, D) < € olup, Teorem 3.24°ten,

= d(xq, D) =0 = inf{|o(xy,a) —(x9, %) :a€D}=0
= x, €D = (D) € D elde edilir. O halde (D) = D ‘dur.
iii)x, € DUE = Ve > 0,B,(x0,e) N(DUE) = @

= Ve >0, (By;(xg,€) ND)U (Bs(x9,€)NE) # 0

= Ve >0, B;(xg,€) ND #+ @ veya B,(xy,e) NE = @

Varsayalim ki en az bir €;,€, > 0 i¢in By(xg,€,) ND =@ ve B,(xy,6,) NE =0
saglansin. €, = min{ €,, €;} segilirse B, (xy, €9) N D = @ ve B,(xy,€0) NE =@ elde
edilir. Bu durumda, B, (xq,€0) N (D UE) =@ elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. O halde
Ve > 0, B,(xq,€) N D #+ @ veya B, (xy,€) N E + @ olup,
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= x, EDveyax, €EE = x, € D U E elde edilir.

=>DUE < DUE.Tersine, eger D C E ise, monotonluk dzelliginden D € E saglanur.
Boylece D = {xo € X |Ve > 03a €D : |o(xy,a) — o(xg,%0)| < €} kiimesi,

E={xo€X|Ve>03a€DCE: |6(xya)— o(xg,x9)| < €} kiilmesinde kapsanir.

DSDUE=DCSDUE

ECDUE=SECDUE

oldugundan, D UE € D UE elde edilir. Bsylece D UE = D U E elde edilir.

(iv) Ispat1 agiktir. O

Ornek 3.26°da bir metrik benzeri uzayda esit benzeri noktalar1 merkez kabul eden acik

toplarin arakesitinin de bir agik kiime oldugu gosterilmistir.

Ornek 3.26: (X, d) bir klasik metrik uzay ve ¢ € X sabit bir eleman olsun. a(c,c) = 0
ve a(x,y) =d(x,c) +d(c,y) seklinde tanimlansin. Bu durumda (X,o) bir metrik

benzeri uzaydir. Gergekten,
(MB1) 6(x,y) = d(x,c) +d(c,y) = 0= d(x,c) =d(c,y) =0 =>x=c=y;
(MB2) o(x,y) = d(x,c) +d(c,y) = d(c,x) +d(y,c) =d(y,c) +d(c,x) = a(y,x);
(MB3) d(x,¢) < d(x,y) + d(¥,c) < d(x,¢) + d(c,y) + d(y,c)

> d(x,¢) + d(c,z) < d(x, ) + d(c,y) + d(¥,¢) + d(c, z)

> 0(x,2) < 0(x,) + 0(y,2) oldugu goriilir.

X1,X%, € X bu uzayin esit benzeri noktalari olsun. Bu durumda Teorem 3.14’ten her
& € RY igin By(x1,&) N By(xy,&) # @ dir. By(x1,&) N By(x5, &) nin bir agik kiime

oldugu gosterilmelidir.

B;(x1,&) N By (x4,&) # @ oldugundan en az bir y € B, (x4, ) N B(x,, &) vardir oyle ki
|d(c,y) —d(c,x1)| < &veld(c,y) —d(c,x;)| < & saglanir.
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= d(c,y) € (d(c,x1) —&,d(c,x1) + &) ved(c,y) € (d(c,xp) —&,d(c,xy) + &)
= maks{ d(c,x;) —¢&,d(c,x;) — &} < d(c,y) <min {d(c,x;) + &, d(c,x;) + &}
= y € By (x1,&) N B, (x3,§) elde edilir. Varsayalim ki en az bir € > 0 igin
B;(y,€) & B;(x1,&) N Bs(x5, ) olsun. Agik top tanimindan,

z€Bs(y,€) = [0(y,2) —a(y,y)l <e

= |d(y,c) +d(c,z) —d(y,c) —d(c,y)| <€

= |d(c,z) —d(c,y)| <€

=>d(c,y) — €< d(c,z) < d(c,y) +¢€

d(c,x1),d(c,x;) € Rtoldugundan, varsayalim ki d(c, x;) > d(c, x,) olsun.

= d(c,x;1) — & <d(c,y) < d(c, x,) + & elde edilir.

= d(c,z) <d(c,y) +e<d(c,x,)+¢&+¢€

= d(c,z) —e<d(c,z) <d(c,x;) + &+ € saglandigindan, varsayim yanlistir.
Z € By(x1,&) N By (x4, &) olup Ve > 0 igin B, (y, €) € By(xq,&) N By (xy, &) dir. O

Omek 3.27: X=R* ve o:XxX > R*; o(x,y) = maks{x,y} metrik benzeri

doniisiim olmak tizere,

i) Eger her x,y € R* i¢in x <y ise, Ve > 0i¢in B,;(x,€) € B,(y,€) ve en az bir

€9 > 0 vardir 6yle ki y & B, (x, €).
ii) Eger x = y ise her € > 0 i¢in B, (x,€) = B,(y, €) olur.

Gergekten x,y € R* alalim ve varsayalim ki x < y olsun. R* iizerinde metrik benzeri
dontistim o (x, y) = maks{x, y} oldugundan a(y,y) > a(x,x) elde edilir. z € B,(y, €)

alalim.

Metrik benzeri uzaylarda agik top tanimindan o(x,x) —€ < a(x,z) <e+a(y,y)

oldugu goriiliir. Varsayimdan iki durum elde edilir: x <z <y vez <x <y.
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x<z<yise ag(lx,z) =2zveo(y, z) = zolup buradan,

x<z<y<e+y =20xx)<o(x,z)<a(yz)<e+ o(y,y) elde edilir ki bunun

anlam1 her € > 0 igin z € B, (y, €) olmasidir.
z<x<yise a(x,z) =xveo(y, z) =y olup buradan,
z<x<y<e+y =20(z,2) <o(x,z) <o(y,z) <e+ a(y,y) elde edilir.

Bunun anlami her € > 0 igin z € B;(y,€) olmasidir. Boylece her ikisinden de her
€ > 0i¢in z € B,(y,€) oldugu gorilir. Simdi Je, > 0 i¢in y & B,(x,€p) oldugu

goriilmelidir. Bunun igin varsayalim ki y € B, (x, €,) olsun. Buradan,

y € B;(x,€p) = a(x,x) —€y < a(x,y) < a(x,x) + €

=>x+€y>y>x— €, elde edilir.

0 < x <y oldugundan 0 <y — x olup, €, := y — x olarak alinirsa
x—(y—x)<y<x+(y—x)=>2x—y <y <y celiski elde edilir.
Boylece varsayim yanlistir. En az bir €, > 0 vardir 6yle ki y € B,;(x, €,) olur.

i) den varsayim x < y ise her € > 0 i¢in B,(x,€) S B,(y, €) elde edilir. Diger yandan
eger y < x ise yine i)den B,(y,e) S B,(x,€)olup, eger x =y ise her € > 0i¢in
B, (x,€) = B,(y, €) elde edilir.

Onerme 3.28: (X, a;) ve (Y, 0,) iki metrik benzeri uzay olsun.

a=(x;,y1),b=0,y,) EXXY ve o:(XXY)Xx(XxY)—> Rt olmak iizere

o(a,b) = \/ 01(x1,x5)% + 0,(y1,y2)? seklinde tanimlandiginda ¢ doniisimi X X Y

tizerinde bir metrik benzeri dontistimdiir.
(X x Y, o) ikilisine de iki metrik benzeri uzayin kartezyen ¢carpim uzay denir.

Omek 3.29: o,,(a,b) = maks {0,(x1,%;),0,(y,,y,)} doniisiimii ile elde edilen
(X xXY,0,,) ikilisi ve o*(a,b) = g,(xq,x;) + 0,(y4,y,) doniisimii ile elde edilen

(X xY,o”) ikilisi, iki metrik benzeri uzayin kartezyen ¢arpim uzaylaridir.
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Tanim 3.30: Metrik benzeri uzaylarin kartezyen c¢arpim uzayinda (uq,v;)-merkezli

¢ > 0 yarigapli agik top

BO'((uli Ul); E) = {(xll yl) EXXY: |O-((u1) 171): (Xl, yl)) - G((ulﬂ vl): (ulf 171))|< 5}
seklinde tanimlidir.

Ornek 3.31: Onerme 3.28 ve Tanim 3.30 geregince, o doniisiimii

0((u1, V1), (xq, yl)) = \/01 (uq, x1)? + 0, (v4, y1)? seklinde alindiginda,

(uq, v1)-merkezli & > 0 yarigapl agik top

BO'((ub 171)' E) =

{(x1,y1) EX XY: |\/01(u1,x1)2 + 0, (v1,¥1)% — \/01(111'”1)2 + 0, (v, v1)?|< &}

olarak elde edilir.

Ozel olarak X =Y = R Ve gy, g, klasik Oklid metrigi segilirse agik topun ifadesi,

Ba((“p’h)f) = {(x1,y1) EXXY: |\/|u1 —x1|% + [vy — y1|? [< &} olur.

Burada \/|u; — x4|2 + |v; — y;|? ifadesi her zaman biiyiik esit sifir oldugundan,

\/|u1 —x1 2 vy —y1|? <€ 2 |ug —xq |2+ v — ] < &2

olup diizlemde (u4, v;)-merkezli & > 0 yarigaph agik top elde edilir.
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4 BULANIK METRIK BENZERIi UZAYLAR VE SABIT NOKTA
TEOREMLERI

Bu boliimde Shukla ve Abbas (2014) tarafidan metrik benzeri yapinin Geroge ve
Veeramani anlamindaki bulanik metrik uzaylarda incelenmesi sonucu elde edilen
bulanik metrik benzeri uzaylar ve bazi sabit nokta teoremleri tanitilmistir. Elde edilen
sonuglar George ve Veeramani anlaminda bulanik metrik uzaylarin bir

genellestirmesidir.

Tanim 4.1: X # @ bir kiime, * siirekli t-norm ve F, X X X X (0, o) tizerinde bir bulanik

kiime olsun. F bulanik kiimesi her x,y,z € X ve t,s > 0 igin,
(BMB1) F(x,y,t) > 0;

(BMB2) F(x,y,t) =1=>x =y,

(BMB3) F(x,y,t) = F(y,x,t);

(BMB4) F(x,y,t) * F(y,2,5) < F(x,z,t + 5);

(BMBS) F(x,y,.):(0,00) — [0,1] siireklidir,

kosullarini sagliyorsa F’ye siirekli t-norm ile birlikte X {izerinde bir bulanik metrik
benzeri ve (X, F,*) ti¢liisiine de bir bulanik metrik benzeri uzay (BMBU) denir (Shukla
ve Abbas (2014)).

Uyari 4.2: Bir bulanik metrik benzeri uzayda her t > 0 ve baz1 x € X (veya her x € X)
icin F(x,y,t) <1 olabileceginden (BMB2) &zelligi hari¢ bulanik metrik uzayin tiim
Ozelliklerini saglar. Ayrica birim doniisiimle birlikte, acik¢a her t > 0 ve her x € X igin
F(x,y,t) = 1 iken, her bulanik metrik uzay ayni zamanda bir bulanik metrik benzeri

uzaydir (Shukla ve Abbas (2014)).

Not 4.3: Tanim 2.3.4 (BM2) 6zelligi ile Tanim 4.1 (BMB2) 6zelligi karsilastirildiginda,
Tanim 2.3.4 (BM2)’de x =y iken x ve y’nin yakinlik derecesinin milkemmel veya
basitce ‘1’ oldugu yani her t > 0 ve her x € X i¢in F(x,y,t) =1 oldugu goriiliir.
Ancak bulanik metrik benzeri uzaylarda Tanim 4.1 (BMB2)’de x =y oldugunda
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F(x,y,t) <1 olabileceginden, bulanik metrik benzeri uzaylarin x ve y’nin yakinlk

derecesinin milkemmel olmadigi durumlarda uygulanabilecegi goriiliir (Shukla ve

Abbas (2014)).

Onerme 4.4: (X, o) bir metrik benzeri uzay, siirekli t-norm « * v = wv ve F bulamk

kimesi k€ R*, m > 0 ve n>1 olmak iizere her x,y€X ve t>0 igin

F(x,y,t) = ke? ) kuraliyla belirli olsun. Bdoylece (X, F,*) tigliisii bir bulanik

kt"+mo(x,y
metrik benzeri uzaydir. Burada (X, o) herhangi bir metrik benzeri uzay oldugundan her

metrik benzeri uzaym bir bulanik metrik benzeri uzay irettigi goriiliir. Ayrica 6zel

olarak k = n = m = 1 alindi@inda, her x,y € X ve t > 0 i¢in F(x,y,t) = olup

t+o(xy)
(X, F,*) Giglusti standart bulanik metrik benzeri uzay olarak adlandirilir (Shukla ve
Abbas (2014)).

Omek 4.5: X =R* , k € R* ve m > 0 olsun. Her «, v € [0,1] icin siirekli t-norm

w* v =uvr ve X X X X (0,) ilizerinde F bulanik kiimesi her x,y € X ve t > 0 i¢in

kt
kt+ m(maks{x,y}

F(x,y,t) = 3 seklinde belirli olsun. Bu durumda her x,y € X igin

o(x,y) = maks{x, y} doniisimii X iizerinde bir metrik benzeri doniisiim oldugundan

(X, F,*) bir bulanik metrik benzeri uzaydir. Ancak burada her x > 0 ve t > 0 igin

F(x,x,t) = ktffnx # 1 oldugundan (X, F,*) bir bulanik metrik uzay degildir (Shukla
ve Abbas (2014)).

Ornek 4.6: X = R* ve siirekli t-norm « * v = uv olmak iizere, X X X x (0, 00)

tizerinde F bulanik kiimesi her x,y € X ve t > 0 i¢in F(x,y,t) = W kuraliyla
e

belirli olsun. Bu durumda her x,y € X i¢in o(x,y) = maks{x, y} déniisiimii X tizerinde

bir metrik benzeri donilisiim oldugundan (X, F,*) bir bulanik metrik benzeri uzaydir.

Fakat her x >0 ve t > 0 igin F(x,x,t) == # 1 oldugundan (X, F,*) bir bulanik

et

metrik uzay degildir (Shukla ve Abbas (2014)).

Not 4.7: Sekil 4.1’de x,y € [0,10] ve t =2 i¢in F(x,y,t) = W’nin grafigi
maks(x.y}

e

verilmistir. x = y = 0 oldugu durum hari¢ her x > 0, t > 0 i¢in F(x, x,t) # 1’dir.
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X 7.77778
¥ 5.55556

Z 0.0204681
10

Sekil 4.1. t = 2 i¢in F bulanik kiimesi

Tanim 4.8: (X, F,*) bir bulanik metrik benzeri uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi olsun. i)
Her t > 0 igin lim,_, F(x,, x,t) = F(x,x,t) olacak sekilde bir x € X varsa {x,}

dizisi x € X’e yakisaktir denir.

i) Her t > 0 ve p = 1 igin lim,,_,c, F(Xp4p, Xpn, t) limiti var ve sonlu ise {x,} dizisine

Cauchy dizisi denir.

iii) (X, F,*)’da her {x,} Cauchy dizisi bir x € X’e yakinsak dyle ki her t >0 vep > 1
igin  limy,_,o F(xp, x,t) = F(x,x,t) = limy_,e0 F (Xp4p, X, £) oluyorsa, (X,F,*)’a

tam bulanik metrik benzeri uzay denir (Shukla ve Abbas (2014)).

Uyar 4.9: Bir bulanik metrik benzeri uzayda yakinsak bir dizisin limitinin tek olmasi

gerekmez. Ornegin (X, F,*) bulanik metrik benzeri uzayr k = m = 1 almarak Ornek
4.5’teki sekilde tanimlansin. X’de {x,} dizisi her n € N i¢in x, =% kuraliyla belirli

olsun. Eger x > 1 ise her t > 0 i¢in

: =lim=—=F (x,x,t) olup, boylece {x,}

lim F(x,, x,t) = ——— =
n—oo I'(Xn, X, 1) t+ maks{xy,x} n—oo  t+x

dizisinin x > 1 olan her x € X’e yakinsadig1 goriiliir (Shukla ve Abbas (2014)).

Uyar1 4.10: Bir bulanik metrik benzeri uzayda yakinsak bir dizinin Cauchy dizisi
olmasi1 gerekmez. Uyar1 4.9’da verilen (X, F,*) bulanik metrik benzeri uzaymi ele

alahm. X’de {x,,} dizisi her n € N i¢in x,, = 1 + (—1)" kuraliyla belirli olsun.
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Burada x > 2 ise her t > 0 igin

t
=lim =——=F(x,x,t
t + maks{x,,x} now t+x ( )

lim F(x,,x,t) =
n—oo

olup, boylece {x,} dizisinin x > 2 olan her x € X’e yakinsadigi goriiliir. Fakat
limy e F (Xp4p, Xp, t) limiti var olmadigindan {x,} dizisi bir Cauchy dizisi degildir

(Shukla ve Abbas (2014)).

Tanim 4.11: (X, F,*) bulanik metrik benzeri uzay olsun. Eger en az bir 1 € (0,1) vardir

1 1
— 1<
F(T(x),T(y),t) 1=4 [ F(x,y,t)

Oyle ki her x,y € X ve t > 0 i¢in - 1] esizsizligi

saglaniyorsa T: X — X donisiimiine bir bulanik daralma doniisiimii denir. Burada A

sabiti T’nin bulanik daralma sabiti olarak adlandirilir (Shukla ve Abbas (2014)).

Teorem 4.12: (X, F,*) bir tam bulanik metrik benzeri uzay ve 1 € (0,1) bulanik daralma
sabiti ile birlikte T:X — X bir bulanik daralma donisimi olsun. Bu durumda T
doniisimi her t > 0icin F(a,a,t) = 1 olacak sekilde tek bir a € X sabit noktaya
sahiptir (Shukla ve Abbas (2014)).

Ornek 4.13: : X = [0, 1] ve siirekli t-norm « * v = ww olsun.

X X X X (0,00) lizerinde F bulanik kiimesi ise herx,y € X,t > 0 i¢in F(x,y,t) =

————— kuraliyla belirli olsun. Bu durumda, (X, F,*) bir tam bulanik metrik benzeri
t+ maks{x,y}

uzaydir.

0, x=1;
5’ 4]

kuraliyla belirli oldugunda T doniistiimii A € E, 1) daralma sabiti ile birlikte X tizerinde

bir bulanik daralma doniisiimiidiir (Shukla ve Abbas (2014)).

Teorem 4.14: (X, F,*) bir tam bulanik metrik benzeri uzay ve 1 € (0,1) bulanik daralma
sabiti ile birlikte T: X — X bir bulanik daralma doniisiimii olsun. Her x € X ve t > 0

icin F(a,T(a),t) = F(x,T(x),t) olacak sekilde en az bir a € X oldugunu varsayalim.
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Bu durumda a € X, T’nin tek sabit noktasidir ve her t > 0 i¢in F(a,a,t) = 1’dir
(Shukla ve Abbas (2014)).

Not 4.15: Teorem 4.14’te bir bulamik metrik benzeri uzayda bulamik daralma
donilistimiinlin  sabit noktasinin 6z bulanik mesafesinin her zaman ‘1’ oldugu

gorilmektedir. Yani bulanik daralma doniisiimiiniin sabit noktasinin kendine yakinligi

miitkemmeldir (Shukla ve Abbas (2014)).

Teorem 4.16: (X, F,*) bir tam bulanik metrik benzeri uzay olsun. Her x,y € X i¢in
limi,o F(x,y,t) =1vek € (0,1) olmak iizere T : X — X doniisimii herx,y € X
vet > 0icin F(T(x), T(y), kt) = F(x,y,t) kosullunu saglayan bir doniisiim olsun.
Bu durumda T tek bir a € X sabit noktaya sahiptir ve her t > 0 i¢in F(a,a,t) = 1’dir
(Shukla ve Abbas (2014)).
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5.SEZGISEL BULANIK METRIiK BENZERI UZAYLAR

Bu boliim igerisinde sezgisel bulanik metrik benzeri uzaylar ve sabit nokta teoremleri,
sezgisel bulanik metrik benzeri uzaylarda (a, 8)-daralma doniisimii ve tam sezgisel

bulanik metrik benzeri uzaylar ve sabit nokta teoremleri tanitilmistir.

5.1.Sezgisel Bulanik Metrik Benzeri Uzaylar

Bu kisimda sezgisel bulanik metrik benzeri uzaylar kavrami tanitilacaktir.

Tanim 5.1.1: X herhangi bostan farkli bir kiime, * siirekli t-norm ve A siirekli t-conorm
ve F,G dontisimleri X X X X (0, ) {izerinde bulanik kiimeler olmak tizere, eger her

x,y,Z€ Xves,t>0icin,

(SBMBL1) F(x,y,t) + G(x,y,t) < 1;

(SBMB2) F(x,y,t) > 0;

(SBMB3) F(x,y,t) =1 = x = y;

(SBMB4) F(x,y,t) = F(y,x,t);

(SBMB5S) F(x,y,t) * F(y,z,5) < F(x,z,t + s);
(SBMB6) F(x,y,.): (0,0) = (0, 1] siirekli;
(SBMB7) G(x,y,t) < 1;

(SBMB8) G(x,y,t) = 0 = x = y;

(SBMB9) G(x,y,t) = G(y,x,t);

(SBMB10) G(x,y,t)AG(y,z,s) = G(x,z,t + s);
(SBMB11) G(x,y,.): (0,0) — [0,1) siirekli,

ozelliklerini saghyorsa (X, F, G,*, A) beslisine bir sezgisel bulanik metrik benzeri uzay
(SBMBU) denir. Burada F ve G doniistimleri sirasiyla * ve A ikili islemleri ile birlikte

X tizerinde sezgisel bulanik benzeri olarak adlandirilirlar.
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Uyart 5.1.2: Tanim 2.4.1 ve Tanim 5.1.1°’deki (SBM3) ile (SBMB3) ve (SBMS8) ile
(SBMB8) ozellikleri karsilastirilarak incelediginde, bir SBMBU’da x = y olmasi
durumunda F(x,x,t) degerinin 1’den kiigik ve G(x,x,t) degerinin 0’dan biiyiik
olabilecegi goriilmektedir. Ancak bir SBMU’da x = y olmasi1 durumunda F(x, x,t) = 1
ve G(x,x,t) = 0 oldugu yani x ve y degerlerinin iiye olma ve iiye olmama degerlerinin
kesin olarak sirasiyla 1 ve 0 oldugu gozlemlenmektedir. Bu durum SBMU’da
F(x,x,t) =1 iken xve y’nin iiye olma derecelerinin miikemmel olmasi olarak
yorumlandiginda, sezgisel bulanik metrik benzeri uzaylarda x = y iken, F(x,x,t) <1
olabileceginden x ve y’nin yakinlik derecelerinin miikemmel olmadigi durumda da
uygulanabilecegini soyler. Benzer sekilde SBMU’da G (x, x,t) = 0 iken x ve y’nin iiye
olmama dereceleri miikemmel degil olarak yorumlanirsa, sezgisel bulanik metrik
benzeri uzaylarda G(x,x,t) = 0 olabileceginden x ve y’nin yakinlik derecelerinin
mitkemmel olmadigi durumda da uygulanabilecegini sdyler. Sonug olarak her x € X
(veya bazi x € X’ler) ve her t > 0 i¢in F(x,x,t) <1 ve G(x,x,t) > 0 oldugu durum
hari¢ her SBMBU, SBMU’1n biitiin 6zelliklerini sagladig1 ve ayrica her t > 0 ve her
x €X igin F(x,x,t) =1 ve G(x,x,t) = 0 oldugundan, her SBMU birim déntisiimle
birlikte ayn1 zamanda bir SBMBU oldugunu goriilmektedir.

Tanim 5.1.3: (X, F,G,*,A) bir sezgisel bulanik metrik benzeri uzay olsun. Her
x€X,§€(0,1)ve t >0 icin x-merkezli, t degiskenine bagh ¢-yarigapli agik top
B(x,&,t)={y € X: F(x,y,t) >1 — &,G(x,y,t) < &} olarak tanimlanir. Boylece,
Trey ={W c X:vx e W,3¢€ (0,1), t > 006yle ki B(x,§,t) ¢ W} ailesi X

tizerinde bir topolojidir.
Uyan 5.1.4:

(1) Eger (X, F,G,*,A) bir SBMBU ise, (X, F,*) Shukla ve Abbas (2014) anlaminda bir
BMBU’dur.

(2) Her BMBU (X,F,%), (X,F,1- F,xA) formunda bir SBMBU’dir. Burada her
w,v €[01]icinuAvr =1—-[(1—u)*(1—a)]dir.

Lemma 5.1.5: (X, o) bir metrik benzeri uzay ve s,t > 0 olsun. Her n > 1 i¢in,
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o(x,z) <maks{0(x)/) 0()’)

Ty ol ——=1 esitsizligi saglanmaktadir.

Ispat: Lemma 5.1.5°teki esitsizlikten ii¢ durum elde edilir.
(Dolx,y) 2 a(x,2) ;

(2)o(y,2) 2 0(x,2) ;

Ra(x,y) < o(x,z) vea(y,z) < o(x, 2).

(1) ve (2) durumlarinda esitsizligin saglandigi agiktir. Varsayalim ki (3) i¢in de
saglansin. Tanim 3.2 (MB3)’ten o(x,z) < o(x,y) + o(y,z) esitsizligi elde edilir.
Genelligi bozmadan o(x,z) = o(x,y) + o(y,z) esitliginin saglandigin1 varsayalim.
o(x,z) > o(x,y) oldugundan, 38 € (0,1) o6yle ki o(x,y) = Bo(x,z). Buradan,
o(y,z) = (1 — B)a(x,z) elde edilir ve boylece Lemma 5.1.5’teki ifade,

g(f ?L < maks{ £ U(x Z) L ﬁ ) a(x Z)} seklinde yazilir. Gosterilmesi gereken,
T = < maks {tn’ } esitsizliginin saglandigidir. Bunu gostermek i¢in sirasiyla

azalan ve artan f(B) = 2 ve g(B) = fonksiyonlarini alalim. Burada,

B (1 -B)

=} ifadesinin en biiyik

g = secildiginde, £(B) = g(B) iken, min{%,

tn4gn

« .n n e . n n n _ tn A
degeri t"™ + s™ ‘dir. Boylece (t +s)* > t" +s" = f (t"+s") > mm{ 5 —(1_3)}

1
(t+s) = th4sh =

maks{ﬁ a- B)}elde edilir.

Egero(x,y) + a(y,z) > a(x,z) ise,
31 € (0,1) oyle ki %a(x, z) = o(x,y) + o(y, z) ‘dir. Dahas,
o(x,y) <a(x,z) vea(y,z) < a(x, z) oldugundan,

%a(x, z) > o(x,y)ve %a(x, z) > o(y,z) saglanir.
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Boylece, yukaridaki esitsizliklerden,

2209 < maks {7522, 222} elde edilir ki bu,
A (t+s)m tr st

0D _ oo {o(x,w’ o(y.2)

ot = o = } esitsizliginin saglandigini gostermektedir. O

Onerme 5.1.6: (X,0) bir metrik benzeri uzay olsun. Herw,v € [0,1] igin

uw* v =min{u,v} , uwAv = maks{u,v} ve F,G doniisimleri ise her x,y € X,

ht™
ht"+mo(x,y)

a(x.y)

+ o —
t>0,heR",m>0,n=1igin F(x,y,t) = Py p———

ve G(x,y,t) =
seklinde tanimlandiginda (X, F,G,*,A) beslisi bir sezgisel bulanik metrik benzeri
uzaydir.

Ispat:

ht™ o(x,y)
ht"+mo(x,y) ht"+mo(x,y)

(SBMB1) F(x,y,t) + G(x,y,t) =

ht" + o (x,y)
= =1
ht™ +mo(x,y)
ht™
(SBMB2) F(x,y,t) = 17 = > 0
ht™
(SBMB3) F(x,y,t) = 4y = 1

= ht" = ht" + mo(x,y) = 0 = mo(x,y)
= m > 0 oldugundan o(x,y) =0 = x =y

ht™ _ ht™
ht"+mo(x,y) - ht*+mo(y,x)

(SBMB4) F(x,y,t) = =F(y,x,t)

(SBMB5) F(x,z,t +s) = F(x,y,t) x F(y,z,5s) esitsizliginin saglandigi
gosterilmelidir. Bunun i¢in x,y,z€ X ve t,s >0,h € Rtve n>1 olmak iizere,
Lemma 4.5°ten,

mo(x, z)
1+———<maks{1+

h(t + s)™

mo(x,y) mao(y,z)
htn 1 hs™
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h(t +s)"+ mo(x,z) ht™ + mo(x,y) hs™+ mo(y,z)
< maks ,
h(t + s)" ht™ hs™

h(t + s)"
= =
h(t + s)* + mo(x,z)

ht™ hs™ }

mm{ ht™ + mo(x,y) hs™ + mo(y, z)

= F(x,z,t +s) = F(x,y,t) * F(y, z,s) elde edilir.

(SBMB6) F(x,y,.):(0,0) — (0,1] siirekli oldugunu gosterelim.

lim F(x,y,t) = li e hto” F(x,y,t
im F(x,y,t) = lim = = LY,
t—to y t—to ht™ + mo(x,y)  hty" + mo(x,y) %Y to)
olup, F(x,y,.) doniisiimii siireklidir.

__ oxy)
(SBMBT) G(x,7,0) = o < 1
(SBMB8) G(x,y,t) = #?(xy) =0=o0(x,y)=0=>x=y

__ oxy) ___o(x) _
(SBMBS) G(x,y,) = hth+mo(x,y)  ht+mo(yx) GO x, 1)
(SBMB10) G(x,y,t)AG(y,z,5) = G(x,z,t + s) esitsizliginin saglandigi
gosterilmelidir. Agikga,

mo(x,z) mo(x,y) mao(y, z)
< maks )

h(t + s)™ + mo(x, z) ht™ + mo(x,y) "hs™ + mo(y,z)

esitsizliginin saglandig1 gosterilmelidir. Lemma 5.1.5 ten,

1+ mo(x, 2) < maks{1l+
D

ma(x,y) mao(y, z)
e Lt Then

h(t +s)" + mo(x,z) ht™ + mo(x,y) hs™+ mo(y,z)
< maks ,
h(t + s)* ht™ hs™

h(t + s)"
= >
h(t+s)*+mo(x,z) —

ht™ hs™ }

mm{ ht™ + mo(x,y) hs™ + mo(y, z)

44



h(t +s)™

o1 -1 ] { ht™ hs™ }
h(t + s)"+ mo(x,z) ~ T e mao(x,y) hs™ + mo(y, z)
ma(x, z) mo(x,y) mao(y, z)
< maks ,
h(t +s)" + mo(x,2) ht™ + mo(x,y) "hs™ + mo(y, z)

= G(x,z,t + 5) < maks{G(x,y,t),G(y,z,5)}
= G(x,z,t + 5) < G(x,y,t)AG(y,2z,5).

(SBMB11) G(x,y,.): (0,0) — [0,1) siirekli oldugunu gosterelim.

lim Gx,y, 6) = lim —282Y) oY) o
g, T Y t—to ht™ + mo(x,y)  hty" + mo(x,y) '
olup, G(x,y,.) doniisimii stireklidir. O

Uyari 5.1.7: Onerme 5.1.6’da t-norm ve t-conorm sirastyla ¢arpim t-norm « * v = uv

ve Lukasiewicz t-conorm « A v = min{1, « + v} alindiginda da saglanmaktadir.

Uyart 5.1.8: Onerme 5.1.6°dan gériilmektedir ki her metrik benzeri uzay bir sezgisel
bulanik metrik benzeri uzay iiretir. h =n =m =1 alindiginda her x,y € Xvet > 0

a(xy)
t+o(xy)

icin F(x,y,t) = ve G(x,y,t) = seklinde tanimli F ve G bulanik

t+o(x,y)
kiimeleri ile belirli (X, F, G, A) beslisine standart sezgisel bulanik metrik benzeri uzay

denir.

Ornek 5.1.9: (X,F,G,*, A) bir standart sezgisel bulanik metrik benzeri uzay olsun.
Tanim 5.1.3’ten x-merkezli, t degiskenine bagli &-yaricaph agik top B(x, ¢, t) kiimesi
icin ozel olarak x = 0,§ = 0,5 ve t =1 degerleri alinir ve o(x,y) = maks{x, y}
olarak belirlenirse, bu durumda F(0,y,1) > 0,5 ve G(0,y,1) < 0,5 esitsizliklerini
saglayan y € [—10,1] noktalar1 ig¢in B(0,0,5,1) kiimesi Sekil 5.1’de gosterilmistir.
Benzer sekilde y € [—10,10] i¢in F(0,y,1) ve G(0,y, 1) fonksiyonlarinin davranislari
ve (F, G) ile siirli bolge Sekil 5.2°de gosterilmistir.
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B(0, 0.5, 1) Kiimesi (x = 0, €= 05,t=1)
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Sekil 5.1. y € [—-10,1] noktalar1 i¢in F ve G fonksiyonlarinin davraniglari

BI0, 0.5, 1) Kimesi ig Bolgesi (x =0,{=05,t=1)
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Sekil 5.2. y € [—-10,10] i¢in F ve G fonksiyonlarinin davraniglar

Ornek 5.1.10: X = R*, h >0 ve m > 0 olsun. Her «, v € [0,1] i¢in siirekli t-norm
wx v =uvr ve t-conorm w Awv =min{l,« + v} seklinde belirli olmak iizere
X X X X (0, ) tizerinde her x,y € X ve t > 0 igin F ve G bulanik kiimeleri,

ht
ht+ m(maks{x,y})

m(maks{x,y})

nt+ m(maks(xy}) seklinde alinsin.

ve G(x,y,t) =

F(x,y,t) =

Her x,y € X i¢in o(x,y) = maks{x,y} ikiliislemi X tizerinde bir metrik benzeridir.
Boylece Onerme 5.1.6°dan (X, F, G, A) beslisi bir sezgisel bulanik metrik benzeri

uzaydir. Fakat her x,y € X vet > 0 igin,
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ht
ht+ mx

mx
ht+ mx

F(x,x,t) =

#1 ve G(x,x,t) = # 0 oldugundan bir sezgisel bulanik

metrik uzay degildir.

Onerme 5.1.11: X # @ ve o(x,y) doniisiimii X {izerinde herhangi bir metrik benzeri
doniisim  olsun. Her w,v €[0,1]i¢in t-norm w«xv =wvr ve t-conorm

w A v =min{l,u + v} seklinde belirli olmak iizere, X X X X (0,00) iizerinde her

—a(xy)
Xx,yE€EX, t>0ve n=>1 i¢in Fve Gbulanikk kimeleri F(x,y,t) =e & ve

—a(xy)

G(x,y,t) =1—e & seklinde tamimlandiginda (X, F,G,* A) beslisi bir sezgisel

bulanik metrik benzeri uzaydir.

Uyart 5.1.12: Onerme 5.1.11°de siirekli t-norm w * v = min{u,v} ve t-conorm

w A v = maks{u, v} alindiginda da saglanmaktadir.

Omek 51131 X =R%, uxv=wvrr ve wuAv=min{l,u+v} olsun.

X X X X (0,) iizerinde F ve G bulanik kiimeleri her x,y € X ve t > 0 igin,

maks{x,y}
1 e t -1 . . -
F(x,y,t) = —mammy; Ve G(x, ¥, 1) = —ammsr seklinde belirli olsun.
t

e t e

o(x,y) = maks{x,y} fonksiyonu X {iizerinde bir metrik benzeri doniisiimdiir ve

boylece Onerme 5.1.6 geregince (X,F,G,x,A) beslisi bir sezgisel bulanik metrik
benzeri uzaydir. Fakat her x>0 ve t>0i¢in F(x,xt)= i{ # 1ve
et

G(x,x,t) = <% # 0 oldugundan (X, F, G,%, A) beslisi bir sezgisel bulanik metrik uzay

et

degildir. Gergekten x,y € (0,10] olmak ilizere F ve G doniisiimlerinin farkli x ve y
degerleri ve sabit bir t = 2 parametresi i¢in 3-boyutlu grafik iizerinde gosterdikleri
davranislar Sekil 5.3’te F doniisiimii i¢in mavi renk ve G doniisiimii i¢in sar1 renk ile
gosterilmistir. Benzer sekilde x = y ve ayni sabit t = 2 parametresi altinda 3-boyutlu
grafik {lizerinde gosterdikleri davranislar ise sirasiyla F doniisimi i¢in Sekil 5.4 ve

G dontistimii i¢in Sekil 5.5°te goriilmektedir.
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F(x,y,2) and G(x.y,2)

Sekil 5.3. t = 2 igin F(x,y, 2) ve G(x,y, 2) nin grafigi

Sekil 5.4. t = 2 i¢in F (x, x, 2) ’nin grafigi

Sekil 5.5. t = 2 i¢in G (x, x, 2) ’nin grafigi
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Ornek 5.1.14: X =N ve her «,v € [0,1] icin siirekli t-norm ve siirekli t-conorm
sirastyla w * v = wvve wAv = min{l,u + v} olsun. X XX X (0,00) iizerinde

F ve G bulanik kiimeleri her x, y € X igin,

X

:)7 .X'Sy;
F(x,y,t) = < y

KF y<x

(2

—x

Y 5 X<y,
G(x,y,t) = 2}’

Xt =y

|2 y<x

seklinde tanimlandiginda (X, F,G,x,A) beslisi bir sezgisel bulanik metrik benzeri
uzaydir. Fakat her x>1, t>0 icin F(x,xt) = i +#1 ve GOoxt) = % #0

oldugundan sezgisel bulanik metrik uzay degildir.

Ispat: (X, F, G,*,A) beslisinin Tanim 5.1.1°deki 6zellikleri sagladig gosterilmelidir.

2 2

Y= =-1<1

2
x2 x2

2_ 2
(SBMBL)x <y = 3%+yy2x= %=1£1veny = ;’—2+

oldugundan F(x,y,t) + G(x,y,t) < 1 saglanur.

(SBMB2) Vx,y € X i¢in x < yve y < x durumlarinin her ikisinde de F(x,y,t) >0

olmaktadir.

(SBMB3) x < yve F(x,y,t) = 1:%: 1ox=y? ox=y=1
y<xveF(xxt)=1 :>;—2=1 sy=xeox=y=1
oldugundan F(x,y,t) =1 = x = y elde edilir.

(SBMB4) F(x,y,t) = F(y,x,t) oldugu agiktir.

(SBMB5) F(x,y,t) * F(y,z,s) < F(x,z,t + s) oldugu gosterilmelidir.

x,y,Z € Xvet,s > 0olmak iizere, varsayalim ki z >y = x olsun.
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u * v = uwv oldugundan,

Xy X X
F(x;Y;t)* F(}’;Z;S) :?Z_Zz WSZ_ZZF(x,Z,t‘l‘S)

Olup, diger durumlar benzer sekilde incelendiginde de esitsizligin saglandig

gorilmektedir.
(SBMB6) F(x,y,.) : (0,00) = (0, 1] doniisiimiiniin siirekli oldugu gosterilmelidir.

x,y €N vet > 0olmak iizere,

- . . X X
< = _ = — =
x < yiken tll_(;loF(x,y, t) tli,n&)yz 37 F(x,y,t)
, . g Y Y
nylkentll_ﬁloF(x,y,t) _tlgrtloxz == =Fxyt)

olup, F dontistimii stireklidir.
(SBMB7) F(x,y,t) + G(x,y,t) < 1 oldugu (SBMB1)’den bilinmektedir. Buradan
1—-F(x,y,t)=G(x,yt) olup F(x,y,t) > 0oldugundan 1 > G(x,y, t) elde edilir.

(SBMBS8) G(x,y,t) = 0 olsun.

yi—x

x<y> =0=>y?—x=0=>y’=x ©oy=x=1

xZ

y<x =

" =0>x?—y=0>x’=yox=y=1
Boylece G(x,y,t) = 0 = x = y saglanir.

(SBMB9) G(x,y,t) = G(y, x,t) oldugu agiktir.

(SBMB10) x,y,z € Xvet,s > 0olmak ilizere, varsayalim ki x < y < z olsun.

w Av =min{l,u + v} = 1 ise esitsizligin saglandig1 aciktir.

uAv =min{l,u+ v} =u+ v ise budurumda,
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y<y?=y—x<y?—xelde edilir.

= y*(y — x) < z2°(y — x) < 2°(y* — x)

3 2

= y3 — xy? < z%y? — xz
y3 — xy?  22y% — xz2
= 24,2 S ZZyZ
zzy
—x x
=>yZ2 <1-
x X
:>12_1——2+—2
z y2  z

elde edilir. Boylece G(x,z,t + s) < G(x,y,t)A G(y, z,s) esitsizligi saglanir.

Diger durumlar benzer sekilde incelendiginde de esitsizligin saglandig1 goriilmektedir.
(SBMB11) G(x,y,.): (0,00) — [0,1) doniisiimiiniin siirekli oldugu gosterilmelidir.
x,y € Nvet > 0 olmak iizere,

yi-x _ y%-x

< - . — . e =
x < yiken tli)r?oG(x, y,t) tlg);to 7 2 G(x,y,tp)
2_ 2_
y < x iken tlLT?OG(x, y, t) = tlll’t‘o xxzy — xxzy =G(x,y,ty)
olup, G doniistimii stireklidir. O

Uyar1 5.1.15: Ornek 5.1.14’te t-norm w« * v = maks{0,« + v+ — 1} ve t-conormu
wAv = u+ v —uv seklinde alindiginda da sezgisel bulanik metrik benzeri uzay
elde edilir. Fakat t-norm « * v = min{u,v } ve t-conorm w« Av = maks{u,v}

alindiginda, (X, F, G,*, A) beslisi bir sezgisel bulanik metrik benzeri uzay degildir.
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Tanim 5.1.16: (X, F, G,*,A) beslisi bir sezgisel bulanik metrik benzeri uzay ve (x,)

X’de bir dizi olsun.

1) Vt > 0 i¢in eger lim,_, o F(x,, x,t) = F(x,x,t) ve lim,_, o G(x,, x,t) = G(x,x,t)

olacak sekilde bir x € X mevcut ise (x,) dizisi x € X’e yakinsaktir denir.

i) Vt > 0,p = 1 igin limy_,00 F (Xp4p) Xn, t) V€ LiMy_,o G(Xpyp, X, t) limitleri var

ve sonlu ise (x,) dizisi X de bir G-Cauchy dizisidir denir.

i) Vt > 0 igin limy ;oo F(Xp, X, t) = 1 Ve limy 100 G(Xp, X, t) = 0 esitlikleri

saglaniyorsa (x,) dizisi X’de bir M-Cauchy dizisidir denir.

iv) Eger X’de her (x,) G-Cauchy dizisi bir x € X’e yakinsak 6yle ki hert > 0,p > 1

i¢in,

limp_e0 F(xp,x,t) = F(x,x,t) = lim F(Xp4p, Xn, t)
n—oo

limp e G(xn, x,t) = G(x,x,t) = lim G(xp4p, Xn, t)
n—oo

esitlikleri saglaniyorsa (X, F,G,*,A) beslisi bir G-tam sezgisel bulanik metrik benzeri

uzaydir.
v) Eger X de her (x,,) M-Cauchy dizisi bir x € X e yakinsak 6yle ki her ¢t > 0,

lim, .o F(xp,x,t) = F(x,x,t) = lim F(x, Xpt)
n,m—co

lim, .o G(xy,x,t) = G(x,x,t) = lim G(xp, xp,t)
n,m—co

saglantyorsa (X, F, G,*, A) beslisi bir M-tam sezgisel bulanik metrik benzeri uzaydir.

Not 5.1.17: Tezin devaminda M(G)-Cauchy ve M(G)-tamlik kavramlari hakkinda
detayli bilgilere yer verilmistir. M-Cauchy ve M-tamlik, G-Cauchy ve G-tamliktan daha
genel kavramlar oldugundan, bu kisimda elde edilen sonuglar G-Cauchy ve G-tamlik
tanimlar1 referans alinarak yapilmistir. G-Cauchy ve G-tamlik terimleri yerine kisaca

Cauchy ve tam ifadeleri kullanilmistir.
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Uyan 5.1.18: Bir sezgisel bulanik metrik benzeri uzayda yakinsak bir dizinin limiti tek
olmayabilir. Ornegin Ornek 5.1.10’dam = h = 1 ve X’de (x,,) dizisi her n € N i¢in

(x) = (1 + ﬁ) seklinde tanimlanirsa her t > 0 i¢in x = 2 iken,

t
= lim ——
t + maks{x,,x} n—oot+x

lim F(x,,x,t) = = F(x,x,1)
n—oo

lim G o = maks{x,, x} I x 6 D
g (n 2, 8) = t + maks{x,, x} Tt x O F

olup, boylece bu sekilde belirlenen (x,,) dizisi x > 2 olan her x € X elemanina yakinsar

ve bu noktalar esit benzeri noktalar olur.

Uyant 5.1.19: Bir sezgisel bulanik metrik benzeri uzayda, yakinsak bir dizi Cauchy
dizisi olmayabilir. Benzer sekilde Ornek 5.1.10’da, m = h = 1 ve X’de (x,,) dizisi

hern € Nigin (x,;) = (—=1)" seklinde tanimlanirsa, her t > 0 i¢in x > 1 iken

t
= lim ——
t + maks{x,,x} noot+x

lim F(x,, x,t) = =F(x,x,t)
n—oo

maks{x,, x} , X
= lim ——=G(x,x,t)
t + maks{x,,x} nowot+x

lim G(x,, x,t) =
n—oo

olup, boylece bu sekilde belirlenen (x,,) dizisi x = 1 olan her x € X elemanina yakinsar
fakat lim,_,co F(Xp4p) Xn,t) V€ limy_e0 G(Xp4p, Xp, t) limitleri var olmadigindan bu

dizi bir Cauchy dizisi degildir.

5.2.Sezgisel Bulanik Metrik Benzeri Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

Bu bolimde ilk olarak sezgisel bulanik metrik benzeri uzayda daralma doniigiimii
tanimlanmis, ardindan teoremler ve ¢esitli Ornekler ile elde edilen sonuglar

desteklenmistir.

Tanim 5.2.1: (X, F, G,*,A) beslisi bir sezgisel bulanik metrik benzeri uzay olsun. Eger
en az bir 1 € (0,1) vardir dyle ki her x,y € Xvet > 0 igin,

1 1
FTGO, T, LS4 [—F(x, 0 1] ve G(T(), T(y),t) < A6(x,y,t)
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esizsizlikleri saglaniyorsa T:X — X dOniisiimiine bir sezgisel bulanik daralma
doniisimii denir. Burada A sabiti T’nin sezgisel bulanik daralma sabiti olarak

adlandirilir.

Teorem 5.2.2: (X, F, G,*,A) beslisi bir tam sezgisel bulanik metrik benzeri uzay olsun.
A, T’nin sezgisel bulanik daralma sabiti olmak iizere T:X — X bir sezgisel bulanik
daralma dontisiimii olsun. Bu durumda T doénlisiimi her ¢t > 0i¢in, F(a,a,t) = 1 ve

G(a,a,t) = 0 olacak sekilde tek bir a € X sabit noktaya sahiptir.
Ispat: Bir x, € X veVn € N igin

x; = T(xg), x; = T(x1),...,xp, = T(x, — 1) kuraltyla belirli (x,,) € X dizisi
tanimlansin. Eger bir n € N igin x, = x,,_; IS¢ bu durumda x, T’nin bir sabit
noktasidir. Simdi varsayalim ki her n € N i¢in x,, # x,,_; olsun. t > 0 ve n € N i¢in
Tanim 5.2.1°den,

1 1
— 1= -1
F(xw Xn+1r t) F(T(xn—l)' T(Xn), t)

< /1[; 1] < —2 1 eldeedilir,

F(Xp—1,Xn,t) F(xp—1,Xnt)

F(xp, X1, t) = E,(t) vel — A = k alinirsa,

VvVt > 0 i¢in PG < Fnj D + k elde edilir. Yukaridaki esitsizlige devam edilmesi
halinde,
L o A ek et ke S A (T A2 e Dk
Fp(®) — fo(®) fo(®)
n
< 700 +1-A"

elde edilir ve buradan hert > 0,n € N igin,

1
< Fy(t) (5.1)
A n
Fo@ 174
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elde edilir.p > 1 ven € N igin,

t t
F(xn+p'xn' t) = F (xn+1»xnr§) * F (xn+1r xn+pr§)

t

t t
F (xn+1: Xn E) *F (xn+1: Xn+2» 2_2) *F (xn+2' Xn+p ﬁ)

v

v

t t
F (xn+1ixnr E) * F (xn+11xn+2' 2_2) *

t t
*F (xn+p—2' Xn+p-1) F) *F (xnﬂ)_l' n+ps Zp‘l)

t t t t
= (3) P () * - Pavn-a (5m5) * Fuon-s (751)

Yukaridaki esitsizlikte Esitsizlik (5.1) kullanilarak,

1 1 1
F(xn+p'xn' t) = An p Ant1 Kok Antp-1
—t +1— An F +1-— /1n+1 F +1-— An+p—1
o\2 0\7z o\7p-1
f f f
- 1 1 1
= m * e B T
A ~+1 A +1 A +1

L) h(p) fo(z7)

Burada A € (0,1) olup, siirekli t-normun 6zelligi kullanilarak, yukaridaki ifadeden her

t > 0,p = 1igin limy_e F(xp4p, 2%y, t) = 1 elde edilir.

Birn € N ve t > 0 igin benzer sekilde Tanim 5.2.1°den,

G(T (), T(Xp41),t) < AG(xy, Xpyq, t) elde edilir. T(x,,) = x,41 oldugundan
G (Xni1, Xna2,t) = G(T (), T(Xn41), 1) < A6 (Xp, X4, ) bulunur.

G(Xp41) Xn42rt) = Gp(t) ve 1 — A = k almirsa yukaridaki esitsizlikten

G,(t) SAG,_1(t) =1 — k)Gy_1(t) = Gy, (t) — kG,,_,(t) elde edilir.
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Bu esitsizligin tekrarli uygulanmasiyla,
Gn(t) = Gn—l(t) - an—l(t)
S (A =k)Gp—(t) = (1 = k)kGr_»(0)

< (1-k)?Gp-3(t) — (1 — k)*kGp5(t)

<A -k)"1G(t) — (1 — k)" 1kGy(b)

=1 - K" Go(8) — k Gop(D)]

= A" Go(t) — kGo(8)]

olup, boylece hert > 0,n € N i¢in

Gn(t) < A" Go(t) — kGy(D)] (5.2)

elde edilir. Simdi p = 1ven € Nigin,

t t
G(xn+pl Xn t) <G (Xn, Xn+1r E) AG (xn+1' Xn+ps E)

IA

t t t
G <xn: Xn+1) E) AG (xn+1' Xn+2 2_2) AG (xn+2' xn+pr ?)

IA

t t
G <xn, xn+1,z) AG (xn+1, xn+2,2—2) A..

t t
AG (xn+p_2, Xn+p_1, F) AG (xn+p—1, Xn+p’ 2p—1)

Esitsizlik (5.2) kullanilarak,

t t t t
G(xn+p,xn, t) < Gn—l (E) AGn (?) A.. AGn+p—3 (F) AGn+p—2 (F)

<12 ) s o ()b ()
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A2 6o (=) = k6o (55=5)] 42777 [ 6o (555) = 6o (55|

Burada A € (0,1) olmak fizere, siirekli t-Conormun 6zelliginden Vt > 0 ve p > 1 igin

lim, 0 G(xn+p,xn, t) = 0 elde edilir. Boylece her t > 0 ve p > 1 igin,

iMoo F(Xpap, Xn t) = 1 Ve limy_e, G(Xp4p, X, t) = 0 oldugundan (x,,) dizisinin

(X, F, G,x,A)’da bir Cauchy dizisi oldugu goriiliir.

(X, F,G,*,A) bir tam sezgisel bulanik metrik benzeri uzay oldugundan, en az bir a € X

vardir 6yle ki Vt > 0 ve p > 1 i¢in,

lim, o F(x,,a,t) = lim,_, F(xn+p,xn, t) =F(a,at)=1 (5.3)
liMy 00 G(Xp, @, ©) = liMy e G(Xpip, X, ) = G(a,a,8) = 0 (5.4)
elde edilir.

Simdi a € X’nin T’nin bir sabit noktast oldugu gosterilmelidir. Bunun i¢in Tanim

5.2.1°den,

! peaf—Lt  _ql-—*
F(T(x,),T(@),0)  ~"|FG,at) ] T F(xpat)
- < F(T(x), T(@), 1)
F(x,, a,t) +1-2

ve
G(T(x,), T(a),t) < AG(x,,a,t) elde edilir.

Yukaridaki elde edilen son esitsizlikler kullanilarak,

t t
F(a,T(a),t) > F <a, xn+1,§> x F (xnﬂ,T(a),E)

= F(a,2p41,2) * F (T, T(a),5)
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t 1
=>F (a, xn+1,§> * T

F(xn,a,%)-l_l_)[

ve

t t
G(a,T(a),t) <G (a, xn+1,§) AG (xn+1, T(a),§>

G (a, xn+1,%> AG (T(xn), T(a),%)

< 6 (@, %n41,2) A AG (xy, @, ) olduu goriilii.

n — oo i¢in limit alinir ve yukaridaki Esitlik (5.3) ve (5.4) uygulanirsa,
F(a,T(a),t) =1veG(a,T(a),t) = 0 elde edilirki bu T(a) = a olmasidir.

Boylece a € X T’nin bir sabit noktasi olup her t > 0 i¢in F(a,a,t) = 1ve
G(a,a,t) = 0 elde edilir. Simdi a'nin T’nin tek bir sabit noktasi oldugu gosterilmelidir.
Varsayalim ki b € X T’nin diger bir sabit noktasi olsun Oyle ki bir ¢ > 0 i¢in
F(a,b,t) < 1veG(a,b,t) > 0 saglansin. Tanim 5.2.1°den,

1 _ 1 <1 1 1
Fabt TFT@.Im.0 LS [F(a, b 1] “Fano |

G(a,b,t) = G(T(a),T(h),t) < AG(a,b,t) < G(ab,t)olur.

Bu ise bir ¢eliskidir. Her t > 0 i¢in F(a,b,t) = 1 ve G(a,b,t) = 0 oldugundan
a = b elde edilir. Boylece, a € X T’nin bir tek sabit noktasidir. O

Ornek 5.2.3: X =[0,2] , * ve A ise sirasiyla « * v = wv ve u Av = maks{u, v}

seklinde tanimlansin. X X X X (0, c0) tizerinde F ve G bulanik kiimeleri her x,y € X ve

—maks{x,y} —maks{x,y}

t >0 igin, F(x,y,t) =e ¢ ve G(x,y,t) =1—e ¢ seklinde belirli

olsun. Bu takdirde (X, F, G,*, A) beslisi bir tam sezgisel bulanik metrik benzeri uzaydir.
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0, x=1;
X
=, xe(12]

seklinde tanimlanirsa, asagidaki dokuz durum elde edilir. Bunlar;
Durum 1: Eger x =y =1 = T(x) = T(y) = 0.
Durum 2: Eger x = 1vey € [0,1) = T(x) = 0,T(y) = %

Durum 3: Eger x = 1vey € (1,2] = T(x) = 0,T(y) = %.

Durum 4: Egerx € [0,1)vey € (1,2] = T(x) = g,T(y) =

SIS

Durum 5: Egerx € [0,1)vey € [0,1) = T(x) = g,T(y) =

NS

Durum 6: Eger x € [0,1)vey = 1= T(x) = g,T(y) = 0.
Durum 7: Egerx € (1,2]vey = 1= T(x) = f,T(y) = 0.
Durum 8: Egerx € (1,2]vey € (1,2] = T(x) = E,T(y) = %.
Durum 9: Egerx € (1,2]vey €[0,1) = T(x) = E,T(y) = %

Yukaridaki durumlarin tiimiinde Tanim 5.2.1°de verilen sezgisel bulanik daralma
dontigtimiiniin saglandigi goriiliir. Boylece 4 € [% 1) daralma sabitiyle birlikte T bir

sezgisel bulanik daralma doniisiimiidiir ve Teorem 5.2.2°nin tiim kosullar1 saglanir.
0 € X , T’nin tek sabit noktasidir ve her t > 0 i¢in F(0,0,t) = 1, G(0,0,t) = 0 olur.

—(1+dxy)
Eger herx,y € X,t > 0 i¢in X iizerinde bulanik kiimeler F(x,y,t) =e ¢ ve

—(1+dxy))
Glx,y,t)=1—e ¢ seklinde tanimlanirsa T doniisimii bir sezgisel bulanik

daralma dontsiimii degildir. Burada her x,y € X icin (X,d) klasik metrik uzay ve
o(x,y) = 1 + d(x,y) seklinde tanimlanan ¢ doniisimii X tlizerinde metrik benzeri

doniigiimdiir.
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d(x,y) = |x — y|ve x = y = 0 alinirsa,

! 1<a|—1 4
F(T(x), T(»),t) _[F@%ﬂ_]

1
= @t 1=4 —Q+lx—yD 1]
e t e t
1+|T(x)-TW)I 1+[x—y| 1 1
>e t —lsl[e t —1]zet—1S/1[et—1]=>1S/1

olup, yukaridaki esitsizligi saglayan hicbir A € (0, 1) yoktur.

Sonu¢ 5.2.4: (X,F,G,x,A) beslisi bir tam sezgisel bulanik metrik benzeri uzay ve
T: X — X doniisimii 1 € (0,1) olmak iizere her x,y € X,t > 0ve bir ne Z*

icin agagidaki esitsizlikleri saglayan bir doniisiim olsun.

! 1< —1 1
F(T"(x), T"(y),t) _[F@yﬂ_]

G(T™(x), T™"(y),t) < AG(x,y,t)
Bu durumda T tek bir a € X sabit noktaya sahiptir ve her t > 0 igin
F(a,a,t) = 1,G(a,a,t) = 0’dir.

Ispat: Teorem 5.2.2°den her t > 0 igin F(a,a,t) = 1,G(a,a,t) = 0 oldugundan,
a € X, T nin tek sabit noktasidir. T"(T'(a)) = T(T™(a)) = T(a) oldugundan T(a)’da

T™’nin bir sabit noktasidir ve bdylece T 'nin sabit noktasi tektir. O

Teorem 5.2.5: (X,F,G,x,A) beslisi bir tam sezgisel bulanik metrik benzeri uzay ve
T: X — X dontisimii A daralma sabiti ile birlikte bir sezgisel bulanik daralma
doniistimii olsun. Varsayalim ki en az bir a € X vardir 6yle ki her x € X ve t > 0 igin
F(a,T(a),t) =2 F(x,T(x),t)veG(a,T(a),t) < G(x,T(x),t) olsun. Bu durumda,
a € X, T’nin tek sabit noktasidir ve her t > 0 i¢in F(a,a,t) = 1,G(a,a,t) = 0’dr.

Ispat: Her x € Xvet > 0 i¢in E.(t) = F(x,T(x),t) ve G,(t) = G(x,T(x),t) olsun.
Hipotezden her x € Xvet >0 icin F,(t) = F.(t) ve G,(t) < G,(t) elde edilir.
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Aslinda, bir t > 0 i¢in F,(t) = F(a,T(a),t) <1 ve G,(t) = G(a,T(a),t) > 0olup
Tanim 5.2.1°den,

1 1
Fra(t) 1= F(T(@),T(T(@),t) !

1 1

1
raron U Hre - <re !

<

elde edilir ve benzer sekilde

Gr(® = G(T(@), T(T(a)),t) <2
G(a,T(a),t) = AG,(t) < G,(t) elde edilir.

Boylece F,(t) < Frg)(t) ve Grg(t) < Go(t) olup T(a) € X bulunur ki bu bir
celiskidir. Sonug olarak her t > 0 i¢in

E.(t) =F(a,T(a),t) = 1ve G.(t) = G(a,T(a),t) = 0 elde edilir.

Boylece T(a) = a olup Teorem 5.2.2’nin ispatina benzer sekilde T’nin sabit noktasinin
tek oldugu goriilebilir. Eger bir t > 0i¢in F(a,a,t) < 1ve G(a,a,t) > 0ise Tanim
5.2.1°den,

—1 1= ! 1<2A —1 1 —1 1
Flaad - FO@T@D - [F(a,a, D ]<F(a,a,t) -

G(a,a,t) = G(T(a),T(a),t) < AG(a,a,t) < G(a,a,t)
olup, geliski elde edilir. Boylece F(a,a,t) = 1,G(a,a,t) = 0 oldugu goriiliir. O
Ornek 5.2.6: X = [0,1] n Q ve siirekli t-norm ile siirekli t-conormu

wx v =maks{fu +v — 1,0} ve wAv =minfu+v,1} seklinde alalim. Her

x,y€Xve t>0ic¢in F ve G bulamk kiimeleri F(x,y,t) = 1——"‘“’;1{:”} ve
GOxy, 1) = "B olsun. Bu durumda (X,F,G,% A) beslisi bir sezgisel bulanik

metrik benzeri uzaydir fakat tam degildir.
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Gergekten T : X — X doniisiimiinii asagidaki sekilde tanimlayalim.

, xe[o,ﬂn 0;

3
e = L xe(1]ne

A€ E, 1) sezgisel bulanik daralma sabiti ile birlikte T bir sezgisel bulanik daralma

dontsimidir. Burada her x € X ve t > 0 i¢in

F(0,T(0),t) = F(0,0,t) = 1 > F(x,T(x),t)

G(0,T(0),t) = G(0,0,t) =0 < G(x,T(x),t) dur.
Boylece Teorem 5.2.5’in tiim kosullart saglanir ve 0 € X, T’nin tek sabit noktasidir.
Burada asagidaki sekiz durum elde edilir.

Durum 1: Eger x =y = 0= T(x) = T(y) = 0.

1

Durum 2: Egerx = 0,y = 1= T(x) = 0,T(y) = 3

Durum3: Egerx = 1,y = 0> T(x) = =, T(y) = 0
Durum4:Egerx =y =1 = T(kx) == ,T(y) ==

Durum 5: Eger x € (0,%)0 Q,y € (O,%)n Q=T =2,TWy) = %
Durum 6: Eger x € (0,%)0 Q,y € G,l)n Q= Tkx)==>,T(y) = %
Durum 7: Eger x € (%,1)0 Q,y € G,l)n Q=T ==,T(y) = %
Durum 8: Eger x € G,l)ﬂ Q,y € (O,%)n Q=>Tkx)==,T(y) = %

Yukaridaki tim durumlar Tanim 5.2.1°de yer alan sezgisel bulanik metrik benzeri

uzaylardaki daralma doniisiimii kosullarini saglar. Boylece T doniisiimii 4 € [% , 1)
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daralma sabiti ile birlikte bir sezgisel bulanik daralma doniisiimiidiir. Dahas1 her x € X

vet > 0igin,

maks{0,0}

F(0,T(0),t) =1— 1 1>F(x,T(x),t)
G(0,T(0),¢t) = %{2,0} =0<G(x,T(x),t)

esitsizlikleri saglanir ve 0 € X T’nin tek sabit noktasidir ve her t > 0 igin
F(0,0,t) =1,G(0,0,t) = 0’dir. O

Teorem 5.2.7: (X,F,G,x,A) beslisi bir tam sezgisel bulanik metrik benzeri uzay ve
herx,y € X i¢in limi,o F(x,y,t) =1, limG(x,y,t)=0 ve T:X - X
doniistimii k € (0, 1) olmak iizere her x,y € X,t > 0 i¢in

F(T(x), T(y),kt) = F(x,y,t) ve G(T(x),T(y),kt) < G(x,y,t)

kosullarin1 saglayan bir doniisiim olsun. Bu durumda T tek bir a € X sabit noktaya

sahiptir ve her t > 0 igin F(a,a,t) = 1,G(a,a,t) = 0’dr.

Ispat: (X,F,G,x A) beslisi bir tam sezgisel bulanik metrik benzeri uzay olsun. Bir

Xo € X ve hern € N i¢in

x, =T(x), x3 = T?(x9) = T(x1),..., %5 = T™(xg) = T(x,,—;) kuraliyla  belirli
(x,) © X dizisi tanimlansin. Eger bir n € N i¢in x,, = x,,_; ise bu durumda x,, T’nin
bir sabit noktasidir. Varsayalim ki her n € N igin x,, # x,,_; olsun. t > 0 ve n € N i¢in

hipotezde belirtilen kosullardan hern € Nve t > 0 igin,

t
F(xn: Xn+1 t) = F(T(xn—l)’T(xn)' t) = F (xn—l'xn' ;)

G(xn: Xn+1, t) = G(T(xn—l)» T(xn)' t) < G (xn—lfxn'i)
elde edilir.

F(xn: Xn+1, t) = Fn(t) ve G(xn'xn+1’ t) = Gn(t)
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olarak belirlenir ve yukaridaki ifade tekrarli olarak uygulanirsa,

Fu(t) = F Oy Xp41, ) 2 F(tn, Xnaa, k) = F(T(xn-1), T (X5), kt) 2 F(Xp-_1, X, t)

= F(T(tn-2), T(tn-1),6) 2 F (Xn2, X1, %) = -+ 2 F (20,20, 75)

= E(t) = F, (kin) (5.5)
esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde Vn € Nve t > 0 igin

Ga(t) < Go(55) (5.6)

esitsizligi elde edilir. n € Nvep > 1 ise bu durumda,

t t
F(xnﬂmxn' t) = F (xnr xn+1r§) * F (xn+1rxn+pr§)

v

t t t
F (xn' Xn+1s E) *F (xn+1: Xn+2 ?) *F (xn+2' Xn+p» ﬁ)

v

t t t
F (xn' Xn+1s E) *F (xn+1'xn+2: 2_2) * .. % F (xn+p—2'xn+p—1' F)

t
*F (xn+p—1' Xn+p, F)

t t t t
= () Fons ()« -+ Povr-2 (55) * oo (775)

ve

t t

G(xn+p: Xn t) <G (xn» Xn+1 E) AG (xn+1» Xn+ps E)
t t t

<G <xn1 Xn+1 E) AG (xn+1» Xn+2, 2_2) AG (xn+2' Xn+p» ?)

t t t
=G <xn' xn+1'§) AG (xn+1: xn+2,2—2) A.AG (xn+p—2;xn+p—1'ﬁ>
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t
AG (xn+p—1; xn+p.F)

t t t t
= G (3) 26001 (52) 8 B6ns-2 (555) M (555)
Yukaridaki esitsizliklerde sirasiyla elde edilen Esitsizlik (5.5) ve (5.6) uygulanirsa,

t t t
F(x"+P'x"' t) = Fy (Zk_n) * Fo (22kn+1) * % Fy (Zp‘lk"+p‘1)

t t t
G(xn+p,xn, t) > GO (m) AGO (W) A.A GO (W)

elde edilir. 0 < k < 1 oldugundan lim;_, F(x,y,t) = 1 ve lim;_, G(x,y,t) = 0 ve
stirekli t-norm ve siirekli t-conormun 6zelliginden yukaridaki son ifadeden her t > 0,

p = 1igin,

lim F(Xpip Xp, t) =1 1% ..x1=1
n—oo

lim G(Xp4p, Xn, t) = 0AOA ... A0 = 0
n—00

elde edilir. Boylece (x,) dizisi (X,F,G,x,A) SBMBU‘da bir Cauchy dizisidir ve
(X, F,G,*,A) bir tam sezgisel bulanik metrik benzeri uzay oldugundan en az bira € X

vardir 6yle ki hert > 0,p = 1 i¢in asagidaki ifadeler elde edilir.

liMy o0 F(Xn, @, ) = limyoo F(Xn4p, Xn, t) = Fa,a,0) = 1 (5.7)
liMy e G(Xp, @, 0) = liMy e G(Xpip Xp ) = G(a,a,t) = 0 (5.8)
Simdi a € X’in T nin sabit noktas1 oldugu gosterilmelidir.

Bunu gostermek igin, her n € Nve t > 0 i¢in asagidaki sekilde devam edilirse,

hipotezden

F(aT(a),t) > F (a, xn+1é> < F (xn+1, T(a)’%>
) (1)
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t t
=>F (a, x"“’f) * F (xn, a, ﬁ)

ve

t t
G(a,T(a),t) <G (a, xn+1,z) AG (xnﬂ,T(a),E)

_ ¢ (a, xn+1’%) AG (T(xn), T(a),%)

t t
<G (a, x”“’f) AG (xn, a, ﬁ)

elde edilir, n — oo igin Esitlik (5.7) ve (5.8) kullanilarak limit hesaplanirsa,
F(a,T(a),t) = 1ve G(a,T(a),t) = 0 bulunur. Béylece @ € X T’nin sabit noktasidir
ve her t > 0 i¢in F(a,a,t) = 1ve G(a,a,t) = 0’dir. Sabit noktanin tekligini

gostermek igin, varsayalim ki b T’nin bir bagka sabit noktasi olsun.

Hipotezdeki kosullar kullanilarak,

F(a b, t)

F(T(a),T(b),t) = F(a,b,7)

G(a,b,t) = G(T(a), T(b),t) < G(a,b,)

elde edilir. Bu durumda her t > 0 i¢in,
F(a,b,t) 2 F(a,b,7) ve G(a,b,t) < G (a,b,%) elde edilir.
Yukaridaki esitsizlikler her t > 0 igin saglandigindan, her n € N igin,

Fa,bt) > F(ab5)ve G(abt) <G (abS)dr

Simdi n — oo igin limit hesab1 yapilirsa, her x,y € X i¢in lim;o F(x,y,t) =1 ve

lim;, G(x,y,t) = 0 oldugundan F(a,b,t) = 1,G(a,b,t) = 0 elde edilir. Boylece
a = b oldugu goriiliir. O halde sabit nokta tektir. O

Bir sonraki 6rnekte her x,y € X i¢in Teorem 5.2.7’de verilen lim;_,., F(x,y,t) = 1 ve
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lim;_. G(x,y,t) = 0 kosullarinin gerekli oldugu agiklanmaya ¢alisilmistir. Bu kosullar

olmadan T’nin sabit noktasinin olmayacagi gosterilmistir.
Ornek 5.2.8: X = {0,1} vem > 2 sabit bir dogal say1 olsun.

Siirekli t-norm u« * v = maks{u + v — 1,0} ve t-conorm wAv =u+v —uv

seklinde ve X x X X (0, 00) lizerinde F ve G bulanik kiimeleri ise

2

F(1,0,t) = F(O,1,t) = 1—— ,F(0,0,t) = F(1,1,t) = 1 ——

G(1,0,t) = G(0,1,t) =—,G(0,0,t) = G(1,1,) =—

m

seklinde belirli olsun. Bu durumda (X, F, G,*, A) beslisi bir tam sezgisel bulanik metrik
benzeri uzaydir. Gergekten, T : X — X doniisimii T(0) = 1,T(1) = 0 kuraliyla
belirlenirse her x,y € X i¢in lim,. F(x,y,t) = 1 ve lim;_,, G(x,y,t) = 0 kosullari
harig, keyfi bir 0 < k < 1i¢in Teorem 5.2.7°nin biitiin kosullar1 saglanir. Boylece, T
X’de higbir sabit noktaya sahip degildir.

5.3.Sezgisel Bulanik Metrik Benzeri Uzaylarda (e, 8)-Daralma Doniisiimii

Bu boliimde sezgisel bulanik metrik uzaylarda Priskillal ve Thangavelu (2017)
tarafindan tanimlanan (¥, ) -daralma doniisiimii kavrami kullanilarak, sezgisel bulanik
metrik benzeri uzaylarda (a, §)-daralma dontisii tanimlanmis ve sabit nokta teorisinin
sonuglar1 genisletilmistir. 1 — M Cauchy dizisi ve 1 — M tam sezgisel bulanik metrik
benzeri uzaylar tanimlanarak, sezgisel bulanik metrik benzeri uzaylarda elde edilen
Cauchy dizisi ve tamlik tanimlar1 sunulmustur. Sonuglarin énemini vurgulayan cesitli

orneklere yer verilmistir.

Tanim 5.3.1: a,f : [0,1] — [0,1] taniml1 ve asagidaki kosullar1 saglayan fonksiyonlar

olmak iizere B ailesi «, B fonksiyonlarinin bir ailesidir.
(1) @ azalmayandir;
(ay) Vs € (0,1) icin lim,_,, a™(s) = 1,

Egera € B8 = Vs € (0,1) icin a(s) > sve a(l) = 1.
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(B1) B azalmayandur;
(B2) vr € (0,1) igin Tll1_r)£10 BM(r) = 0;

Eger BE€B = Vre (0,1)icinB(r) <r veB(0) =0 (Priskillal ve Thangavelu,
(2017)).

Ornek 5.3.2: Asagidaki sekilde tanimlanan a, 8 : [0,1] = [0,1] fonksiyonlar1 B ailesine
aittir (Priskillal ve Thangavelu, (2017)).

2S

Wa(s) =1, als) =

) B(r) =0, B(r) = 5=

2—

Tanim 5.3.3: (X, F, G,*, A) bir sezgisel bulanik metrik benzeri uzay ve a, § € B olsun.
Egerhert > 0ve x,y € X i¢in

F(T(x), T(y),t) = a(F(x,y,t)) ve G(T(x),T(),t) < B(G(x,y,1))

kosullar1 saglaniyorsa T : X — X doOniisimiine sezgisel bulanik (a,f) -daralma

dontistimii denir ve T’ye (a, B)’ya gore B-daralma doniigiimii denir.

Uyart 5.3.4: Her s,vr€[0,1] icin a(s) = olarak

s Ar
ans Ve p(r) = 1-(1-Dr
tanimlandiginda, A daralma sabiti ile birlikte her sezgisel bulanik daralma doniisiimiiniin

bir (a, B)-daralma doniisiimii oldugu goriiliir.
Onerme 5.3.5: Bir sezgisel bulanik (a, 8)-daralma doniisiimii siireklidir.

Ispat: T : X - X bir sezgisel bulanik (&, 8)-daralma doniisiimii ve {x,} dizisi X de,

x € X’e yakinsak bir dizi olsun. Bu durumda,
lim,_ o F(x,, x,t) = F(x,x,t) Ve lim,_,q G(x,, x,t) = G(x,x,t)’dir.
T bir sezgisel bulanik (a, f) — daralma doniisiimii oldugundan,

lim,_o F(T(x,), T(x),t) = lim,_ 0 a(F(xn,x, t)) > limy, e F(xy, x,t) = F(x,x,t)
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iMoo G(T (%), T(%), ) < limy e B(G(xn, %, ) < iMoo G(xy, %, £) = G(x,x,£)

elde edilir. Boylece,

lim,_ o F(T(x,), T(x),t) = F(x,x,t) ve lim,_, G(T(x,),T(x),t) = G(x,x,t) olup

T sezgisel bulanik (a, ) - daralma doniisiimii stireklidir. O

Teorem 5.3.6: (X, F, G,*, A) bir tam sezgisel bulanik metrik benzeri uzay ve T : X - X

(a, B)-daralma doniistimii olsun. Bu durumda x € X, T’nin tek bir sabit noktasidir.

Ispat: T bir (a,)-daralma déniisiimii olsun. Birx, € X ve Vn € N i¢in (x,,) dizisi
Xns1 = T(xy) kuraliyla belirli olsun. Eger x, 41 = X, esitligini saglayan bir ny € N

varsa bu durumda x,,, T nin bir sabit noktasidir.

Tersine, her n € N igin, x,,,, # x, olsun. Bu durumda sabit bir t > 0 igin,
F(xn, Xp41,t) = F(T (Xp—1), T (xp), )

> aF(xp_1,xp,t)

= aF (T (xp-2), T (Xn_1),t)

> a?F(Xp_p,Xp_1,t) = ...

= a"F(xg, %1, t)

n — oo i¢in limit alinirsa, lim,,_,, F (X, Xp41,t) = 1 elde edilir.
F(Xni1, Xn42,t) = F(T(xn), T (Xp41), 1)

2 aF (X, Xn41,t)

= aF (T (xn-1), T (xp), t)

> a?F (Xp_1, Xp, t) =...

> aF(xq,x5,1)

n — oo i¢in limit alinirsa, lim,,_,o F (Xp41, Xn42,t) = 1 elde edilir.
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t t
F(xn, Xn+p) t) =>F (xn,xnﬂ,g) * Lx F (xn+p_1,xn+p,5>

n — oo i¢in limit alinirsa,

t t
lim F(xn, Xp4p, t) = lim F (xn,xnﬂ,;) * ..x limF (xn+p_1,xn+p,5>
n—oo

n—00 n—00
>1x*..x1 = 1.

Boylece lim,,_,» F(xn,xn+p, t) = 1 elde edilir. Yine Vt > 0 igin,
G(xp, Xny1,£) = G(T (xp_1), T(xp), 1)

< BG(xp—1,Xn, 1)

= BG(T (xp—2), T(xp-1),t)

< B?G(xp_p,Xp_1,t) < ...

< B"G (%0, x1, 1)

n — oo igin limit alinirsa, lim,,_,, G(x,, X414, t) = 0 elde edilir.

Benzer sekilde, lim,_,o G(Xp41, X2, t) =0

t t
G(xn, Xn4p t) <G (xn, xnﬂ,;) A..AG (xn+p_1, xn+p,5>

n — oo i¢in limit alinirsa,

rllggo G(xn,xn+p, t) < 15112’ G (xn,xnﬂ,%) A Arlll_((r)zo G (xnﬂ,_l,xnﬂ,,é)

< 0A...A0 = 0.

Boylece lim,,_, G(xn, Xntp) t) = 0 elde edilir.

O halde (x,,), X de bir Cauchy dizisidir. (X, F, G,*,A) bir tam SBMBU oldugundan, en

az birx € X vardir 6ylekihert > 0,p = 1 igin,
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iMoo F (X0, X, £) = limy o0 F(Xn, Xp4p, t) = F(x,x,8) = 1 ve
liMy 00 G (Xn, X, ) = liMy 00 G (2, Xpip, t) = G(x,x,t) = 0 olur.
Simdi x € X’in T’nin bir sabit noktas1 oldugu gosterilmelidir.

Tanim 5.3.3 kullanilarak,

t t
FGTG,0 2 F (X ¥nenrz) * F (%000, TCO5)

t t t t
=F (xn, xnﬂ,z) *x F (T(xn), T(x),z) >F (xn,xnﬂ,z) xa. F (xn,x, E)

ve

t t
G(x,T(x),t) <G (xn, xn+1,§) AG (xn+1, T(x),§>

t t t t
= 6 (0 n1,5) 86 (TC). T, ) < 6 (a5 ) A G (00,5

n — oo limit alinir ve yukaridaki esitsizlikler uygulanirsa,
F(x,T(x),t) = 1ve G(x,T(x),t) = 0 elde edilir.

Boylece T(x) = x olup, sabit noktanin varhigi gosterilmis olur. Simdi T’nin sabit
noktas1 x’in tekligi gosterilmelidir. Varsayalim Ki z, T’nin bir diger sabit noktasi olsun.

Buradan,
F(x,z,t) = F(T(x),T(2),t) = a(F(x, z, t)) W= a™(F(x, z,t))

elde edilir. n - o igin limit alinirsa F(x,z,t) = lim,_ e a"(F(x, Z, t)) =1 olup

F(x,z,t) = 1bulunur. Yine t > 0 igin,
G(x,z,t) = G(T(x),T(2),t) < ,B(G(x,z, t))...s ﬁ”(G(x,z, t))
elde edilir. n —» o igin limit alinirsa G(x, z,t) < lim,,_, ,Bn(G(x,z, t)) =0 olup

G(x,z,t) = 0 bulunur.
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Boylece x = z elde edilir. O halde T’nin sabit noktas1 vardir ve biriciktir. O

Omek 5.3.7: X = [0,) ve X iizerinde metrik benzeri doniisim o(x,y) = |x — y|
seklinde tanmimli olsun. t-norma * v = wv ve t-conorm « Awv = min{l, u + v}
seklinde belirli ve F, G bulanik kiimeleri ise her x,y € X ve t > 0 igin,

t
t+o(x,y)

N _ seklinde belirli olsunlar.
t+o(x,y)

F(x,y,t) = ve G(x,y,t) =

Bu durumda, (X,F,G,*, A) beslisi bir tam SBMBU’dir. Eger T : X — X doniisimii

T(x) = ngx seklinde tanimlanir, , 8 : [0,1] — [0,1] doniistimleri ise her s,r € [0,1]

.. 3s r
vea,f € Bigin a(s) = 5o Ve B(r) = P olarak alinirsa,

F(T(x), T(y),t) = a(F(x,y, t))

9—x 9— 3F(x,y,t
:F( X y')> (x,y,t)

4 "’ 4 ~ 2F(x,y,t) +1
3t
t t+a(x,y)
o (9—x 9—y)2 2,
S N ) t+o(x,y)
3t
t t+lx—yl
9—x 9—y|~ 2t
t+| 4 4 | t+|x—y|+1
t 3t t
= |x — |23t+| - |: |x — |
i
X — X —
=>t+I 3Y|2t+I 4y|:423.

G(T(), T, 1) < B(G(x,y,1))

=>G( ) , )S
4 4 3—-2G(x,y,t)
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U@—x9—y) _ox%y)

N 4 ' 4 t+a(x,y)
9—x 9—y\ ~ _ o(x,y)
t+ O'(' 4 4 ) 3 2(—t+0'(x,y))
9-x_9-y =yl
|4 T | t+[x—yl
9—x 9—y = x—y]
t+| 4 4 3_2(t+|x—y|)
lx — vyl

4 < lx — y

t+|x;y| 3t +|x -yl

. lx — yl S lx — yl
4t +|x—y| = 3t+ |x—y|

>3t +|x—y|l <4t +|x—y|=>3<4

olup, 4 = 3 ve 3 <4 elde edildiginden T doniisiimii bir (a, §)-daralma doniigiimidiir

ve ‘3’ bu doniistimiin sabit noktasidir.

5.4.Tam Sezgisel Bulanik Metrik Benzeri Uzaylar ve Sabit Nokta Teoremleri

Bulanik metrik uzaylar icerisinde Cauchy dizileri ve uzaymn tamhig kavramlar i¢in iki
farkli tanim yer almaktadir. Bunlar sirasiyla Grabiec (1988) anlaminda G-Cauchy dizisi
ve G-tamlik; George ve Veeramani (1994) anlaminda M-Cauchy dizisi ve M-tamlik
tanimlaridir. Grabiec'in tamlik tanimi Kramosil ve Michalek anlamindaki bulanik
metrik uzaylarda Banach daralma doniisiimiiniin bulanik versiyonunu elde etmek i¢in
yararlidir. Ancak kompakt bir bulanik metrik uzayin Grabiec anlaminda tam olmadig1
Tirado (2012) tarafindan gosterilmistir. Ote yandan George ve Veeramani'nin tamlik
tanimi, Grabiec'in tanimina kiyasla daha kapsayicidir. Ciinkii Grabiec'in tamlik

tamiminin R {izerinde klasik Oklid metrigi ile iiretilen standart bulanik metrik uzay icin
saglanmadigi, a¢ik¢ca n € N olmak tizere {x,} =1+ % + +% dizisinin bir G-Cauchy
dizisi oldugu fakat {x,} yakinsak olmadigindan (R, F;,*) bulanik metrik uzaynin

(u * v = wwv) Grabiec anlaminda G-tam olmadigi George ve Veeramani (1994)

tarafindan gosterilmistir. Ardindan, Grabiec anlamindaki tanimlarin bir genellestirmesi
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olarak George ve Veeramani (1994) anlaminda M-Cauchy dizisi ve M-tamlik tanimlari
literatiire kazandirilmistir. Bulanik metrik benzeri uzaylarda ise Shukla ve Abbas (2014)
tarafindan verilen Cauchy dizisi ve tamlik tanimlari, Grabiec anlamindaki tanimin
bulanik metrik benzeri uzaylardaki genellestirmesidir. Ardindan, Shukla ve dig., (2016)
hem Grabiec hem de George ve Veeramani anlamindaki Cauchy dizisi ve tamlik
kavramlarin1 birlestiren 1-Cauchy dizisi ve 1-tam bulanik metrik benzeri uzay
tanimlarin1 vererek, Shukla ve Abbas (2014) tarafindan verilen Cauchy dizisi ve tam

bulanik metrik benzeri uzay tanimin1 modifiye edip genellestirmislerdir.

Bu béliimde sezgisel bulanik metrik benzeri uzaylardaki Cauchy dizileri ve tamlik
etrafindaki fikirlere ek olarak hem Grabiec'i hem de George ve Veeramani’nin
tanimlarin1 genellestiren 1- Cauchy dizisi ve 1-tam sezgisel bulanik metrik benzeri uzay
kavramlart tamitilmistir. Bu yeni yapi igerisinde, Onceki bulgular1 genisleten ve

pekistiren birkag sabit nokta teoremi sunulmustur.
Tanim 5.4.1: (X, F, G,*,A) beslisi bir SBMBU ve (x,,) , X de bir dizi olsun.

(i) Eger Vt > 0,p = 1 igin lim,_ F(xn,xn+p,t) =1 ve lim,_ G(xn,xn+p, t) =0

ise (x,) dizisine 1 — G — Cauchy dizisi denir.

(ii) Eger X’de her (x,)1— G —Cauchy dizisi bir x € X’e yakinsak ise, yani
F(x,x,t) = 1veG(x,x,t) =0 her t >0 igin saglamyorsa (X,F,G,* A) Dbeslisine
1 — G —tam SBMBU denir.

Her 1 — G —Cauchy dizisi (X, F, G,*,A) SBMBU’da bir Cauchy dizisidir.
Her tam SBMBU bir 1 — ¢ —tam SBMBU dr.

Ornek 5.4.2°de bir SBMBU’da bir Cauchy dizisinin her zaman 1 — G —Cauchy dizisi
olmak zorunda olmadig1 ve bir 1 — G —tam SBMBU’1n ise her zaman tam SBMBU

olmadigini goriilmektedir.

Omek 5.4.2: X = N, t-norm « * v = wv ve t-conorm « Av = min{l,u + v}

olsun. X X X X (0, o) tizerinde F ve G bulanik kiimeleri;
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X

F(x,y,t) min(x, ) v rE
XY, = =
ks(x,v))? y
(maks(x,y)) 5 y<x
(maks(x,y))? — min(x,y) |(y2 ;x X sy
G(x’y, t) = ! d — 4 Zy

(maks(x,y))?

xXx= =y
sz

seklinde belirli olsun. Bu durumda (X, F, G,*, A) beslisi bir SBMBU’dr.

<
IA
=

Gergekten (n) c X dizisi ele alinirsa her p > 1 i¢in,

lim F( t) = lim ——— =
it " Xnap ) = R G e

. i n
lim G(xn,xn+p, t) = lim (1 — m) =1

n—oo n—-oo

elde edilir. O halde bu limit var oldugundan (n) dizisi (X, F,G,*,A)’de bir Cauchy
dizisidir. Ancak bu dizi 1 — G — Cauchy dizisi degildir.

Omek 54.3: X = [0,1]]nQ veo:X xX - R*; o(x,y) = maks{x,y} olsun. (X, o)
bir MBU olmak iizere, standart SBMBU (X, F, G,*, A) bir 1 — G — tam SBMBU’dur.

Eger (x,) X’de bir 1—G —Cauchy dizisi ise n — o iken (x;,) — 0 oldugundan, n — oo
iken her t >0 i¢in F(x,,0,t) 1 ve G(x,0,t) = 0 olur. Boylece X’de her
1 — G —Cauchy dizisi 0 € X’e yakinsaktir ve (X, F,G,*, A) beslisi bir tam SBMBU
degildir.

Tanim 5.4.4: (X, F, G,*,A) beslisi bir SBMBU ve (x,,) X de bir dizi olsun.

(i) Eger Vt > 0 icin limy, ;00 F (X, X, £) = 1 Ve limy, 100 G (X, X, t) = 0 iS€ ()

dizisine 1 — M — Cauchy dizisi denir.

(ii) Eger X’de her (x,) 1—M — Cauchy dizisi bir x € X’e yakinsak ise, yani
F(x,x,t) = 1 ve G(x,x,t) = 0her t > 0igin saglaniyor ise (X,F,G,* A) beslisine
1 — M — tam SBMBU denir.
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Uyar1 5.4.5: Grabiec anlaminda her tam SBMU bir 1 — G tam SBMBU’dir. George ve
Veeramani anlaminda her tam SBMU bir 1 — M tam SBMBU’dir. 1 — G tamhik 1 — M

tamlig1 gerektirir.

Grabiec anlaminda her tam SBMU ayni zamanda George ve Veeramani anlaminda
tamdir. Boylece Uyar1 5.1.2 ve Uyar1 5.4.5’ten 1 — M tamlik 1 — G tamliktan daha

genel bir kavram olur.

Tablo 5.1°de bulanik metrik uzaylar i¢in bu tanimlar verilmis ve Sekil 5.6’da da bu
kavramlar arasindaki iliski gosterilmistir. Benzer sekilde Tablo 5.2°de bulanik metrik
benzeri uzaylarda bu tanimlar verilmis ve aralarindaki iliski Sekil 5.7°de agiklanmistir.
Sekil 5.8’de ise bu kavramlar ile bulanik metrik uzaylar ve bulanik metrik benzeri
uzaylar arasindaki iligski gosterilmistir. Sekil 5.9°da ise bu kavramlar ile sezgisel bulanik

metrik uzaylar ve sezgisel bulanik metrik benzeri uzaylar arasindaki iliski gdsterilmistir.

Tablo 5.1. BMU’da Cauchy dizisi ve tamlik tanimlari

(X, F,#) bir bulanik metrik uzay (BMU) ve {x,} bu uzayda bir dizi olmak iizere,

Grabiec anlammda George ve Veeramani anlanunda
G-Cauchy: M-Cauchy:
Hert = Ovep € Nigin, Hert > 0igin ~ lim, .., F(x,x,.t) =1
lim, .. F(x,4,,%,t) =1 oluyorsa {x,} | oluyorsa {x,} dizisine M-Cauchy dizisi denir.

dizisine G-Cauchy dizisi denir.
G-Tamhk: M-Tamhk:

Her G-Cauchy dizisinin vakmsak oldugu | Her M-Cauchy dizisinin vakmsak oldugu bir
bir bulanik metrik uzaya G-Tam denir. bulantk metrik uzava M-Tam denir.

G-Cauchy = G-Tam
M-Cauchy = M-Tam

Sekil 5.6. BMU’da kavramlar arasi iligkiler
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Tablo 5.2. BMBU’da Cauchy dizisi ve tamlik tanimlari

(X, F.#) bulamk metrik benzeri uzay (BMBU) ve {x,,} bu uzayda bir dizi olmak tizere,

Cauchy (G-Cauchy) :

Efer her t>0 wve p=1 ighn

limy, oo F (Xp4p Xy, ) limiti var ve sonlu

ise {x, } dizisine Cauchy dizisi denir.

Tamhk (G-Tamhk) :

Her {x,} Cauchy dizisi bir x € X e yalunsak
gvle Id her t =0,
limg, o Fx,x.8)=F(x.x )

p=1 ign

= liMp — o0 F(Xp4p Xy, t) oluyorsa (X, F.+)a

tam bulanik metrilk benzeri uzay denir.

1 — & —Cauchy (Grabiec)

Her t=0 ve p=l1 i¢in

lim, See F{xn,xnﬂ,,t] =1 oluyorsa {x,}

dizisine 1-G-Cauchv dizisi denir.

1 — & —Tamhk (Grabiec)

Her 1-G-Cauchy dizisi vaknsak ve her £ = 0
icin F(x, x.t) = 1ise (X, F.%)

1-G-Tam bulanik metrik benzeri uzaydir.

1 — M —Cauchy
(George ve Veeramani)
Her t > 0igin lim,, ;oo Fx,. X 8) = 1

ise {x,} dizisine 1-M-Cauchvy dizisi denir.

1—M —Tamhk

( George ve Veeramani)

Her 1-M-Cauchy dizisi vakinsak ve her £ = 0
icin Flx.x.t)=1 ise (X F.#) 1-M-Tam
bulanilke metrik benzeri uzaydir.

[ 1 — G —Cauchy ];" [ G — Cauchy ]

[ G -Tam ] ;"

[ 1-G-Tam ]

Sekil 5.7. BMBU’da kavramlar arasi iliskiler

[ G-Tam (BMU) ] = [l—G—Tam (BMBU)]

1

1

[ M-Tam (BMU) ] =) [1—M—Tam (BMBU) ]

Sekil 5.8. BMU ve BMBU i¢in kavramlar arasi iligkiler
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[ G-Tam (SBMU) ] = [ 1-G-Tam (SBMBU) ]

J g

[ M-Tam (SBMU) ] = [ 1-M-Tam (SBMBU) ]

Sekil 5.9. SBMU ve SBMBU i¢in kavramlar arasi iliskiler

Teorem 5.4.6: (X,F,G,*,A) beslisi bir 1—M tam SBMBU ve T: X — X bir 8
daralma doniisiimii olsun. Bu durumda T tek bir a € X sabit noktaya sahiptir ve her
t > 0igin F(a,a,t) = 1veG(a,a,t) = 0’dir.

Ispat: T déniisimii a, B € B’ya gore bir B —daralma doniisiimii olsun.

Bir x, € X i¢in (x,,) < X dizisi vn € N igin,

x1 =T (xg),x3 = T(x1), ..., X, = T(x,,_71) kuraliyla belirli olsun.

Eger bir n € N i¢in x,, = x,,_4 ise bu durumda x,,_; T’nin bir sabit noktasidir.

Tersine, varsayalim ki her n € N i¢in x,, # x,_4 olsun. Sabit bir t > 0 i¢gin n € N
olmak tizere I, = infyon F (Xp, X, t) V& |y = SUPmsn G (X, X, t) Olsun. T doniistimii
a, € B ‘ya gore bir B —daralma doniisiimil oldugundan her m,n € N i¢in a ve ‘nin

Ozelliklerinden m = n igin,
F (X Xm-1,) < a(F (O, Xn—1,8)) < F(T (%), T(Xm-1), ) = F (1, X )

G(Xn, Xm—1, t) 2 ,B(G(xnr Xm—1 t)) = G(T(xn)' T(xm—l)r t) = G(xn+1' Xm» t)

m =>n+ 1 lzerinden infimum ve supremum almirsa her n €N igin I, < I, Ve
Jn = Jneq elde edilir. Ve buradan I ve J vardir 6yle ki limy, oo I, = I ve lim,_ o J, =]
saglanir. T doniisimii «, f € B’ya gore bir B —daralma donilisiimii oldugundan her

m,n € N, m > nigin,

a(F(xn—llxm—lr t)) < F(T(xn—l)'T(xm—l)'t) = F(xnlxmﬂ t)
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B(G(xtn-1,Xm-1,0) 2 G(T(Xn-1), T (-1, £) = Gy, Xy, 1)
elde edilir. Boylece egern = 2,m > nise,

a(F(xp_2 Xm—2.t)) < F(xp, Xm—1,t)

ﬁ(G(xn—z; Xm-2» t)) = G(xp-1,Xm-1,1)

olup, a, B azalmayan oldugundan,

a?(F(p_2,%Xm-2,t)) < a(F(xn_1, Xm-1,t)) < F (3, X, )
,BZ(G(xn—z' Xm—2 t)) = ,B(G(xn—p Xm—1r t)) = G (xp, Xm, t)
elde edilir. Timevarim ile her n € N i¢in,

a™(F(xg, Xm—n, £)) < F (%, X, £)

B™(G (xg, X, t)) = G (xp, X, )

elde edilir. m(> n) tizerinden infimum ve supremum alinirsa her n € N i¢in,
inf {a”(F(xO,xl, t)), a”(F(xO,xz, t)), ,} <I,

sup {,Bn(G(xo,xl, t)),ﬁ”(F(xo,xz, t)), ,} > I

elde edilir. Tanim 5.3.1°deki (a;) ve (B,) ifadeleri g6z oniine alinirsa, yukaridaki

esitsizliklerden lim,_ o, I, = = 1 ve lim,_ J, =] = 0 elde edilir.

Tanim 5.4.4’ten her n,m € N igin I,, < F(x,, X;p, t) Ve J, = G(x,, X, t) €lde edilir.
m > n ve yukaridaki esitsizliklerden limy, mooo F (X, X, t) = 1 ve
limy m—oo G(Xn, X, t) = 0 oldugu goriiliir. Boylece (x,,) dizisi X’de 1 — M Cauchy
dizisidir. (X,F,G,*,A) beslisi bir 1 —M tam SBMBU oldugundan en az bir x € X
vardir 6yle ki her t > 0 i¢in

lim F(x,,x,t) = lim F(x,, xn,t) = F(x,x,t) =1
n—oo n—oo

79



lim G(x,, x,t) = lim G(xp, X, t) = G(x,x,t) =0
n—oo n—-oo

elde edilir.

Simdi x € X’in T’nin tek sabit noktasi oldugu gosterilmelidir. Tanim 5.3.3’ten her
ne€Nvet > 0igin

a(F(xp x, 1)) < F(T (%), T (%), £) = F(xpy1, T (%), 1)

B(G(xn %, ) = G(T(x,), T (%), t) = G(xpyq, T (x), ) dir.

Yukaridaki esitsizliklerden ve a, f°nin 6zelliginden her t > 0 igin,
limy,_ o F(xpe1, T(X),t) = 1 Ve limy,_q G(xpeq1, T(x),t) = 0 elde edilir.

(SBMBS5) ve (SBMB10) 6zelliklerinden,
t t
F(x,T(x),t) = F (xn, xn+1,5) *x F (xnﬂ,T(x),E) ve

G, T(x),t) < G (xn, xn+1,§) AG (xn+1, T(x),%) olur.

Yukaridaki son iki esitlik ve esitsizlikleri kullanarak her t > 0 i¢in F(x,T(x),t) = 1 ve
G(x,T(x),t) = 0 elde edilir. Boylece T(x) = x olup sabit noktanin varligi gosterilmis

olur. Simdi sabit noktanin tekligi gosterilmelidir.

Iddia: x € X T’nin tek sabit noktasidir. Varsayalim ki z € X’in T’nin baska bir sabit
noktasi olsun. Bu durumda T(z) = zve en az bir k > 0 vardir 6yle ki F(x,z,k) > 1
ve G(x,z,k) > 0’dir. Tanim 5.3.3’ten ve hers,r € (0,1) igin s > a(s) ve B(r) <r

oldugundan,

F(x,z,k) < a(F(x,z,k)) < F(T(x),T(z),k) = F(x,z,k)
G(x,z,k) > B(G(x,z,k)) = G(T(x),T(2),k) = G(x,z,k)
elde edilir. Bu ise bir geligkidir. O halde her k > 0 i¢in,

F(x,z,k) =1ve G(x,z k) = 0 olmalidir. Boylece x = z elde edilir. O
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Sonu¢ 5.4.7: (X,F,G,x,A) beslisi bir 1—M tam SBMBU ve T: X - X birim
doniigiim olsun. Varsayalim ki en az birn € Nve o, € B vardir dyle ki her x,y € X

vet > 0igin,
a(F(x, Y, t)) < F(T™(x),T™"(y),t) ve

B(G(x,y,t)) = G(T"(x),T"(y),t) saglanir.

Boylece T tek bir a € X sabit noktaya sahiptir. Her t > 0 i¢in F(a,a,t) = 1 ve
G(a,a,t) = 0 elde edilir.

Ispat: Ispat1 Sonug 5.2.4°e benzer sekilde yapilmaktadir.

Teorem 5.4.8: (X, F, G,*, A) beslisi bir 1 — M tam SBMBU olsun.

T: X — Xdonisimiihert >0vey x € Xiging,h: (0,0) — (0,),
F(x, y,g(t)) > F(x,y,t) ve lim,_ F(x, y,g”(t)) =1

G(x, Y, h(t)) < G(x,y,t) velimy, G(x, vy, h”(t)) =0

ozelliginde  fonksiyonlar olmak tizere F(T(x),T(y),t) = F (x, vy, g(t)) ve
G(T(x), T(y),t) < G(x,y,h(t)) esitsizliklerini saglayan bir doniisiim olsun. Boylece
T tek bir a € X sabit noktaya sahiptir ve her t > 0 i¢in F(a,a,t) = 1ve G(a,a,t) =0

olur.

Ispat: Bir x, € X icin (x,,) € X dizisi her n € N i¢in x,, = T(x,,_;) kuralyla belirli ve
her neN igin x, # x,_q0lsun. (x,)'nin bir 1—M —Cauchy dizisi oldugu

gosterilmelidir. Sabit bir t > 0 i¢in n € N olmak {izere,

Iy = nfisn F(Xn, Xm, t) Ve I = SUPmsn G (X, Xy, t) OlSun.

Her m,n € N i¢in m > n i¢in hipotezden,

F(xtpn41,%m, t) = F(T (), T(Xm-1),t) 2 F(Xp, Xm—1,9()) = F(xp, X1, t)

G(xn+1r Xmo t) = G(T(xn)' T(xm—l)' t) < G(xn' Xm—-1» h(t)) < G(xn' Xm—1 t)
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elde edilir. m (= n + 1) tizerinden infimum ve supremum alinirsa, sirastyla

vn € Niginl, < I,,41 Ve J, = J.4, €lde edilir ve buradan I ve J vardir 6yle Ki
lim,_o I, = 1 Ve lim,_ J, =] Saglanir. Bir k € N i¢in hipotezden,

F (Xt Xmato ) = F(T (par-1), T (Xmak-1), )

= F(Xn4k-1 Xmik-19 () = F(nik—1, Xmar—1,t)

ve

G (Xniir Xmair t) = G(T (Xnre-1), T (Xmare—1), t)

< G(Xn4k-1 Xmak—1, R () < G(nyp—1) Xmar-1,1)

elde edilir ve yukaridaki esitsizliklerden,

F(tpyk—1 Xmak-1,9() = F k2, Xmak—2, 92 (6)) = F (nik—2 Xmik—2,t) V€

G (k=1 Xmak—1 1 () < G(Xnak—2) Ximar—20 B2 (1)) < G (Xny—2) Xmik—2, t) €lde

edilir.

Bu esitsizlikler tekrarli olarak uygulanmaya devam edilirse,
FQtpsier Ximair () = F (o, X, 9(£)) = F (, Xy, ) Ve

G (Xpsrr Xmato L(£)) < G(xp, X, K (£)) < G (xy, X, t) elde edilir.
m(= n) iizerinden sirasiyla infimum ve supremum alinirsa,

L, = inf {F(x,, xn+1,gk(t)),F(xn,xn+2,gk(t)), B Inyp

Jn = sup {G (Xp, Xpi1, K (£)), G (X, X2, KK (0)), 000} 2 Tt

Hery,x € X,t > 0 ic¢in limy e F(x,v,9%1)) =1 ve limy,o G(x,y,h*(t)) =0
oldugundan yukaridaki esitlikten lim,_, I, =1 = 1 ve lim,_ J, =] = 0 elde edilir.
Tanim 5.4.4’ten her n,m € Nigin I, < F(xy, X t) Ve [, = G(xy, X, t) Olup

boylecem >n ve yukarnidaki esitsizliklerden,  limy 00 F(Xp, X, t) = 1 ve
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limy m—oo G(Xn, X, t) = 0 elde edilir. Boylece (xy,) dizisi X’te bir 1 — M —Cauchy
dizisidir. (X, F, G,*,A) beslisi bir 1 — M — tam SBMBU oldugundan her t > 0 i¢in en

az bir a € X vardir dyle ki,

lim F(x,,a,t) = lim F(x,x,t)=F(a,at)=1
n—oo n,m—co

lim G(x,,a,t) = lim G(x, %X, t) =G(a,at)=0
n—-oo n,m—oo

elde edilir. Simdi a € X’in T’nin tek bir sabit noktas1 oldugu gosterilmelidir.

t t
F(a,T(a),t) > F (a, xn+1,§) *x F (an,T(a),z)

_F (a, xn+1'%) « F (T(xn),T(a):%)

ve

t t
G(a,T(a),t) <G (a, xnﬂ,z) AG (xn+1, T(a),§>

—6(a xn+1,%) 26 (TG, T(a),%)

t t
<G (a, xn+1,5> AG <xn, a h ( E))

olup, yukaridaki esitsizlikler kullanilarak her ¢ >0 i¢in F(a,T(a),t) =1 ve
G(a,T(a),t) = 0 elde edilir. Boylece T(a) = a oldugu goriiliir. Simdi sabit noktanin
tekligi gosterilmelidir. Bunun i¢in varsayalim ki b € X T’nin bir diger sabit noktasi

olsun. BudurumdaT(b) = b # a = T(a) olup, hipotezden
F(a,b,s) = G(T(a),T(b),s) = F(a,b,g(s))

G(a,b,s) = G(T(a), T(b),s) < G(a,b,h(s))
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elde edilir. Bu islem tekrar edilirse,
F(a,b,s) = F(a,b,g™(s)) ve G(a,b,s) < G(a,b,h"(s)) esitsizlikleri elde edilir.
n — oo i¢in limit alir ve g, h fonksiyonlarinin 6zellikleri kullanilirsa,

F(a,b,s) = 1ve G(a,b,s) = 0 elde edilir. Sonug olarak a = b olur. Béylece a € X
her t > 0 i¢in F(a,a,t) = 1 ve G(a,a,t) = 0 esitliklerini saglayan, T’nin tek bir

sabit noktasidir. 0

Ornek 5.4.9: a, b, c rasyonel sayilar olmak iizere, 0 < a < b < cve X =[0,c]nQ

olsun. X x X x (0,00) iizerinde F ve G sezgisel bulanik kiimeleri her x,y € X ve

t >0 icin F(x,y,t) = 1—

maks{x,y} maks{x,y}
c c+

ve G(x,y,t) = seklinde belirli

olsunlar. Bu durumda, (X, F,G,*,A) beslisi bir 1 — M — tam SBMBU’dir fakat her
x € X\{0} i¢in F(x,x,t) =1 —ﬁ =1 ve G(x,x,t) = ﬁ + 0 oldugundan SBMU
degildir.

Gergekten, T : X — X doniisiimii

(0 , x €[0,b]NQ;
T(")‘{a . x € (bo)NO.

seklinde tanimlansin. g, h : (0,0) — (0, ) olmak {izere her t > 0 i¢in,

gt) = (b_a) c+ (b) tveh(t) =t (%) —-c (bb%a) olarak tanimlansin. Boylece,

a a
F(x,y,g(t)) > F(x,y,t) ve G(x, y,h(t)) < G(x,y,t) olur. Her x,y € [0,c] N Q ve
t > 0igin,

lim,_o F(x,y,g™(t)) = 1ve lim,_, G(x,y,h"(t)) = 0 elde edilir.

Sonu¢ olarak T,g,h Teorem 5.4.8’in biitin kosullarim1 saglar ve her t > 0 igin
F(0,0,t) = 1ve G(0,0,t) = 0 oldugundan 0 € X T’nin tek bir sabit noktasidir.
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6.SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada bulanik matematigin teorisini ve uygulamasin1 daha ileriye tasiyan,
sezgisel bulanik metrik benzeri uzaylar ve uygulamalarda 6nemli bir konu olan Banach
sabit nokta teorisi ve daralma doniistimleri {izerinde biitlinlik olusturacak sekilde

asagidaki calismalar yapilmis ve gelecek caligsmalar i¢in Oneriler sunulmustur.

1) Metrik tarafindan elde edilen metriklenebilir topolojik uzaylar, topolojik uzaylarin
analizinde ve yapisal Ozelliklerin arastirilmasinda 6nemli bir yere sahiptir. Harandi
(2012) tarafindan metrik benzeri uzaylar {izerine yapilan ¢alisma ve Hosseini ve Fosner
(2019) tarafindan analiz edilen metrik benzeri uzaylarin yapisinda, bir dizinin
yakinsakligi, agik top tanimi, tam uzay olma kosullar1 ve uzayin noktalarinin gosterdigi
farkli ozelliklerin klasik metrik uzaylardan farkli oldugu goriilmiistiir. Calismanin
ticlincti boliimiinde metrik benzeri doniisiim hakkinda detayli bilgilere yer verilmis ve
bu yap1 tizerinde elde edilen yeni sonuglar sunularak, metrik benzeri doniisiimiin neden
onemli oldugu agiklanmaya ¢alisilmistir. Yapisal olarak klasik metrik uzaylardan daha
zayif fakat incelendiginde olduk¢a yararli sonuglar sunan Harandi (2012) anlamindaki
metrik benzeri doniisim i¢in ise topoloji tanimi heniiz sunulmamistir. Bu nedenle,
metrik benzeri donilisiimiin topolojisinin arastirilmasi gelecek calismalar i¢in 6nem arz
etmektedir.

2) Bu ¢alismada metrik benzeri doniisim kullanilarak, Shukla ve Abbas (2014)
tarafindan literatiire kazandirilan bulanik metrik benzeri uzaylar kavrami ve bu
uzaylarda elde edilen sabit nokta teoremleri ve sonuglari tanitilmistir. Ardindan bulanik
metrik uzaylarin bir genellestirmesi olan sezgisel bulanik metrik uzaylarda metrik
benzeri doniisiim incelenmis ve sezgisel bulanik metrik benzeri uzaylar kavrami
literatlire kazandirilmigtir. Sonuglar1 agiklayict Ornekler sunulmus ve bu ornekler
gorseller ile desteklenmistir. Elde edilen yeni yapi ilizerinde Banach sabit nokta
teoremleri g¢alisilmis, («, )-daralma dontisimii ve 1-M Cauchy dizisi ile 1-M tam
sezgisel bulanik metrik benzeri uzaylar tanimlanmistir. Calismada mevcut teoriyi
gelistiren yararli ve ilging sonuglar sunulmus, Grabiec ve George ve Veeramani

anlamindaki ¢alismalar genigletilmistir.
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3) Metrik benzeri doniisiimiin, b-metrik benzeri uzaylar gibi metrik uzaylarn farkl
genellestirmeleri ile karsilagtirilmasi ve bulanik yapi igerinde elde edilen sonuglar ve
genellestirmelerin, sezgisel bulanik metrik uzaylarda incelenmesi ve ne gibi sonuglar
elde edileceginin arastirilmasi yine gelecek calismalar igin bir Oneri sunmaktadir.
Benzer sekilde metrik benzeri donilisiim kullanilarak integral denklemler, ekonomi,
oyun teorisi, dinamik sistemler gibi uygulamalarda onemli bir ara¢ olan sabit nokta
teorsi tizerindeki caligmalarda, Banach sabit nokta teoreminin yani sira farkli sabit nokta
teoremlerinin incelenmesininde faydali olabilecegi 6n goriilmektedir.

4) Gelisen teknoloji ile birlikte, insan diisiinme big¢imi ile benzerligi dolayisiyla
popiilerlik kazanmis ve kazanmaya devam eden bulanik mantik teorisi ve iizerine insa
edilen uygulamalarda, metrik donisiimlerin etkili bir ara¢ oldugu goriilmiistiir. Bu
nedenle, metrik benzeri yapi ile elde edilen sezgisel bulanik metrik benzeri uzaylarin da
belirsizlik igeren problemlerin ¢6zliimiinde ve sabit nokta teorisi alanini gelistirme
konusunda yeni bir motivasyon saglayacagi diistiniilmektedir. Gelecekteki uygulamali
calismalar i¢in, elde edilen bu sonuclar sezgisel bulanik metrik uzaylarin yapisina daha
derin bir anlayis sunacaktir. Ayrica bu sonuglar matematiksel modelleme ve
optimizasyon, karar verme problemleri, desen tanima, goriintli isleme ve veri analizi
gibi alanlarda yeni yaklasimlar sunabilir ki bu ¢alismalar hali hazirda gelismeye devam
etmektedir. Arastirmacilar i¢in daha derin 6ngorii modelleri elde edebilmelerini
saglayacak ve sonuglarini tartisabilirlecekleri Gregori ve dig., (2011); Alroshan ve
dig., (2022 ); Atanassov ve dig., (2023) makalelerinin bir kaynak sunabilecegi
distintilmiistiir.

5) Sekil 6.1’de, bu tez ¢alismasinda sunulan kavramlar arasindaki iligkiler

gosterilmektedir.
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