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Fen Bilimleri Enstitüsü tarafından onaylanan lisansüstü tezimin/projemin tamamını veya 

herhangi bir kısmını, basılı ve elektronik formatta arşivleme ve aşağıda belirtilen 

koşullarla kullanıma açma izninin Kocaeli Üniversitesi’ne verdiğimi beyan ederim. Bu 

izinle Üniversiteye verilen kullanım hakları dışındaki tüm fikri mülkiyet haklarım bende 

kalacak, tezimin/projemin tamamının ya da bir bölümünün gelecekteki çalışmalarda 

(makale, kitap, lisans ve patent vb.) kullanımı bana ait olacaktır. 

Tezin/projenin kendi özgün çalışmam olduğunu, başkalarının haklarını ihlal etmediğimi 

ve tezimin/projenin tek yetkili sahibi olduğumu beyan ve taahhüt ederim. Tezimde yer 
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Enstitü yönetim kurulu kararı ile tezimin/projemin erişime açılması mezuniyet  

tarihinden itibaren 2 yıl ertelenmiştir. 

Enstitü yönetim kurulu gerekçeli kararı ile tezimin/projemin erişime açılması 

mezuniyet tarihinden itibaren 6 ay ertelenmiştir. 

            Tezim/projem ile ilgili gizlilik kararı verilmemiştir. 
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BİPOLAR BULANIK SUPRA TOPOLOJİK UZAYLAR 

ÖZET 

Bu tez çalışmasında hali hazırda teorisi mevcut bulunan bipolar bulanık kümeler vasıtası 

ile supra topoloji tanımlamak ve bipolar bulanık supra açık-kapalı kümeler ile ilgi temel 

teşkil edecek teoremleri ispatlamak, akabinde bu şekildeki uzaylar arasında sürekli 

dönüşümlerin yapısını incelemek ve nihayet kompaktlık ve bazı komşuluk yapılarının 

incelenmesi amaçlanmaktadır. 

 

Bu tez altı bölümden oluşmaktadır. İlk bölümde bipolar bulanık kümeler için nokta, küme 

ve fonksiyonlar için bazı cebirsel özellikler ile ilgili genel bilgiler verilmiştir.  

İkinci bölümde bipolar bulanık topolojik uzaylar konusu bazı temel tanım ve teoremler 

verilerek özetlenmiştir.  

 

Üçüncü bölümde ise tezin konusu olan bipolar bulanık supra topolojik uzaylar 

tanımlanmış bipolar bulanık supra açık, kapalı kümeler ile ilgili tanımlar ve bazı 

teoremler verilip ardından bipolar bulanık supra iç ve kapanış konuları bazı ters örneklerle 

ele alınmıştır. 

 

Dördüncü bölümde bipolar bulanık supra sürekli ve S∗ bipolar bulanık supra sürekli 

fonksiyon tanımı yapılıp bu şekildeki dönüşümlerin temel karakterizasyonları yapılmıştır. 

 

Beşinci bölümde bipolar bulanık supra komşuluk ve bipolar bulanık supra Q komşuluk 

tanımları ve bazı ilgili teoremleri ispatlanmıştır. Ardından bu şekildeki komşuluklar 

vasıtası ile bipolar bulanık supra topoloji üretmek konusu ele alınmıştır. 

  

Son bölümde ise bipolar bulanık supra açık örtüm ve alt örtüm tanımları ile kompaktlık 

tanımı verilmiş, bipolar bulanık supra kompakt kümelerin bazı özellikleri ve bipolar 

bulanık supra sürekli dönüşümlerin kompakt kümeler ile ilişkileri incelenmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Bipolar Bulanık Küme, Bipolar Bulanık Supra Kompaktlık,  Bipolar 

Bulanık Supra (Q) Komşuluk, Bipolar Bulanık Supra Topolojik Uzay. 
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BIPOLAR FUZZY SUPRA TOPOLOGICAL SPACES 

ABSTRACT 

The aim of this thesis is to introduce the concept of bipolar fuzzy supra topology through 

bipolar fuzzy sets and prove some fundamental theorems about bipolar fuzzy supra open-

closed sets and subsequently study to continuity of functions defined between this kinds 

of topological spaces.  

 

This thesis consists of six chapters. In the first chapter, some algebraic properties for 

bipolar fuzzy points and sets are summarized.  

 

In the second chapter, bipolar fuzzy topological space and some of its properties are 

covered. 

 

In the third chapter, the definition of bipolar fuzzy supra topological space and some 

properties of bipolar fuzzy supra open and bipolar fuzzy supra closed sets are discussed. 

In addition the concepts of bipolar fuzzy supra interior and closure are introduced and 

some counterexamples are given. 

 

In the fourth section, the definitions of bipolar fuzzy supra continuity and S∗ bipolar fuzzy 

supra continuity are introduced and the characterizations of this kinds of transformations 

are obtained. 

 

In the fifth chapter, the bipolar notions of fuzzy supra neighborhood and bipolar fuzzy 

supra Q-neighborhood are discussed. In addition the theorem of bipolar fuzzy supra 

topology induced by bipolar fuzzy supra neighborhood is also stated. 

 

In the final chapter, the definition of bipolar fuzzy supra compactness is given by virtue 

of bipolar fuzzy supra open cover and subcover. Some properties of bipolar fuzzy supra 

compact sets and the relation between bipolar fuzzy supra compact sets and continuous 

functions are discussed.  

 

Keywords: Bipolar Fuzzy Set, Bipolar Fuzzy Supra Compactness, Bipolar Fuzzy Supra 

(Q) Neighborhood, Bipolar Fuzzy Supra Topological Space. 
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1. GİRİŞ 

İnsanoğlu tarih boyunca karşılaştığı problemlere çözüm üretmek için belli başlı disiplinler 

ortaya koymuştur. Bu disiplinlerde zaman içinde değişik yönlerden ele alınmak suretiyle 

alt disiplinlere ayrılmak zorunda kalmıştır. Matematik de bu kaderi paylaşan disiplinler 

arasında en eskilerden biridir. Günümüzde matematiğin neredeyse tüm alt disiplinleri 

(Kategori teorisi istisna olarak gösterilebilir) kümeler teorisi üzerine inşa edilmiş 

durumdadır.  

Daha önceden bilinen küme kavramı ancak 19. yüzyılın sonlarında aksiyomatik ve formel 

temellere kavuşabilmiştir. Klasik anlamda bilinen analiz, cebir ve geometri gibi alanların 

teorisi için klasik kümeler teorisi beraberinde getirdiği bazı paradokslara rağmen hala 

daha etkin bir şekilde kullanılıyor diyebiliriz. Bu paradokslara bir örnek verecek olursak 

klasik kümeler teorisinde bir topluluğun her zaman için küme belirtmesi mümkün 

olmayabilir. Bertrand Russell bir paradoks ortaya koyarak her topluluğa küme demenin 

yanlış olabileceğini gösterdi. Klasik kümeler teorisi matematik problemleri kadar 

mühendislik, tıp ve beşeri bilimler gibi bazı disiplinlerin olasılık ve istatistik 

problemlerine çözüm üretmek için etkin bir şekilde kullanılmıştır. Fakat karşılaşılan 

bütün problemlere eksiksiz bir biçimde cevap üretmesi elbette mümkün değildir. Bu 

problemlerden karar verme problemi birçok disiplin için temel sorun teşkil etmiştir. 

Klasik kümeler teorisinin çözüm üretme noktasında yetersiz kalması araştırmacıları farklı 

küme konseptleri üzerinde çalışmaya sevk etmiştir. 

Zadeh (1965) in literatüre kazandırdığı bulanık (fuzzy) küme fikri geçen zaman içinde bu 

tarz problemler için çok başarılı sonuçlar vermiştir. Bulanık kümeler, elemanların bir 

kümeye ait olmalarını derecelendirir. Söz gelimi bir bulanık küme X = {〈u, μX(u)〉|u ∈ U} 

ile gösterilebilir. Burada U klasik bir küme olup μX: U → [0,1] şeklinde bir fonksiyondur. 

μX’e, keyfi bir u ∈ U elemanının üyelik fonksiyonu adı verilir. Bulanık kümelerin de,  

sezgisel (intuitionistic) bulanık kümeler, neutrosophic bulanık kümeler ve bu tezin de 

konusunu belirleyen bipolar bulanık kümeler gibi genelleştirmeleri literatüre 

kazandırılmıştır. 

Chang (1968) tarafından bulanık kümeler üzerine topolojik uzaylar tanımlanmış ve açık-

kapalı kümeler, süreklilik ve kompaktlık gibi temel özellikleri incelemiştir. 1976 yılında 



 

xi 

 

ise Lowen (1976) bulanık topoloji tanımında değişiklik yaparak sabit fonksiyonların bu 

anlamdaki bulanık topolojik uzaylarda sürekli olmasını garanti etmiştir. Günümüze kadar 

bu gibi birçok yönden ele alınan bulanık topoloji teorisi artık belli bir olgunluğa 

ulaşmıştır. Günümüzde ise bulanık kümelerin bazı genişlemeleri üzerine tanımlanan 

topoloji teorileri çalışılmaktadır. Örneğin bulanık soft topoloji, neutrosophic bulanık 

(esnek) topoloji vs. gibi. 

Supra topolojik uzaylar (Mashhour ve diğ., 1983) tarafından topolojik uzaylar tanımından 

sonlu arakesit özelliği çıkartılarak tanımlanmıştır. Bu sayede klasik topolojik uzayların 

bazı özelliklerinin daha zayıf halleri edilmiştir. 

Zhang (1994) bipolar bulanık küme kavramını tanıttı. Lee (2000) bipolar bulanık 

kümeleri, bulanık kümelerin bir genellemesi olarak tanımladı ve temel cebirsel 

özelliklerini elde etti. Lee (2019) yayınladığı makalesinde bipolar bulanık nokta tanımını 

vererek bu uzayların topolojik yapılarını, komşuluk, süreklilik, taban, alttaban, çarpım ve 

bölüm uzayları gibi temel teşkil edecek yapılarını inceledi. Bu çalışmada bipolar bulanık 

supra topolojik uzaylar, supra topolojilerin bipolar bulanık topolojilere genellemesi 

olarak ele alınacaktır.
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2. BİPOLAR BULANIK KÜMELER  

2.1. Bipolar Bulanık Kümeler 

Bu bölümde bipolar bulanık kümeler bulanık kümelerin bir genelleştirmesi olarak 

tanımlanıp bazı cebirsel özellikleri verilecektir. 

Tanım 2.1.1: U boştan farklı bir küme olsun. U üzerinde bir X bipolar bulanık kümesi 

X = {< u, μX
+(u), μX

−(u) > | u ∈ U}                                                                                 (2.1) 

şeklinde tanımlanır. Burada μX
+: U ⟶ [0,1] ve μX

−: U ⟶ [−1,0] iki fonksiyondur. Pozitif 

üyelik derecesi μX
+(u), X bipolar bulanık kümesine karşılık gelen özelliğe u elemanın 

sahip olma derecesini gösterir, negatif üyelik derecesi μX
−(u) bir u elemanının X bipolar 

bulanık kümesinin bazı ters özelliklerine sahip olma derecesini gösterir.                                      

(Lee, 2004) 

Eğer μX
+(u) ≠ 0 ve μX

−(u) = 0 ise u elemanın, X bipolar bulanık kümesinin sadece pozitif 

özelliklerini sağladığı durumdur. Bu durumda X bir bulanık kümedir. 

Eğer μX
+(u) = 0 ve μX

−(u) ≠ 0 ise u elemanın, X bipolar bulanık kümesinin özelliklerini 

sağlamayıp ters özelliklerini sağladığı durumdur. 

μX
+(u) ≠ 0 ve μX

−(u) ≠ 0 ise u elemanın, X bipolar bulanık kümesinin özelliklerini ve ters 

özelliklerinin sağlandığı durumdur. 

U boştan farklı bir küme olmak üzere U üzerinde tanımlanmış bütün bipolar bulanık 

kümelerin topluluğu BPF(U) olarak gösterilir 

Örnek 2.1.2: U = {u, v, w} olmak üzere 

X = {< u, 0.6, −0.4 >, < v, 0.8, −0.3 >, < w, 0.5, −0.5 >} 

X üzerinde bir bipolar bulanık kümedir 

Tanım 2.1.3: Boş bipolar bulanık küme bir bipolar bulanık küme olup her x ∈ X için 

0bp = {〈u, 0bp
+ (u), 0bp

− (u)〉|u ∈ U}                                                                                            (2.2) 
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olarak tanımlanır. Burada 0bp
+ (u) = 0 = 0bp

− (u), ∀ u ∈ U 

Evrensel bipolar bulanık küme U üzerinde bir bipolar bulanık küme olup her u ∈ U için 

1bp = {〈u, 1bp
+ (u), 1bp

− (u)〉|u ∈ U}                                                                                            (2.3) 

olarak tanımlanır. Burada 1bp
+ (u) = 1 ve 1bp

− (u) = −1, ∀ u ∈ U                                   

(Azhagaphan ve Kamaraj, 2016) 

Uyarı 2.1.4: Şimdi bir X ∈ BPF(U) bipolar bulanık kümesinden bulanık küme elde etme 

hususunu ele alacağız. X bipolar bulanık kümesini ∀ u ∈ U için (μX
+(u), μX

−(u)) ile 

gösterelim. Bu gösterimi fonksiyon işlemlerinde kolaylık olması sebebiyle kullanıyoruz. 

i = 1, 2 için pi izdüşüm fonksiyonu olmak üzere 

(3 − 2i)pi: BPF(U) ⟶ [0,1], i = 1, 2                                                                                    (2.4) 

                             X ⟼ (3 − 2i)pi(X) 

dönüşümü tanımlansın. Bu taktirde 

i = 1 için p1(X) = p1(μX
+(u), μX

−(u)) = μX
+(u) ∈ [0,1] ve 

i = 2 için −p2(X) = −p2(μX
+(u), μX

−(u)) = −μX
−(u) ∈ [0,1] 

olur. Böylece −μX
−, μX

+ ∈ [0,1]U şeklinde iki bulanık küme elde edilir. 

Tanım 2.1.5: X ve Y, U de iki bipolar bulanık küme olsun. Bu taktirde 

(1) X ⊆ Y ⟺ u ∈ U için μX
+(u) ≤ μY

+(u) ve μX
−(u) ≥ μY

−(u). 

(2) X = Y ⟺ her u ∈ U için μX
+(u) = μY

+(u) ve μX
−(u) = μY

−(u). 

(3) X ⋂ Y = {< u, μX ⋂ Y 
+ (u), μX ⋂ Y

− (u) > |u ∈ U} dir. Burada; 

μX ⋂ Y 
+ (u) = min{μX

+(u), μY
+(u)} ve μX ⋂ Y

− (u) = max{μX
−(u), μY

−(u)} 

dir. 
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(4) X ⋃ Y = {< u, μX ⋃ Y 
+ (u), μX ⋃ Y 

− (u) > |u ∈ U} dir. Burada; 

μX ⋃ Y 
+ (u) = max{μX

+(u), μY
+(u)} ve μX ⋃ Y 

− (u) = min{μX
−(u), μY

−(u)} 

dir. 

(5) Bipolar bulanık kümenin tümleyeni Xc = {< u, 1 − μX
+(u), −1 − μX

−(u) > |u ∈ U}  

olarak tanımlanır. (Lee,  2004) 

Önerme 2.1.6: X, Y ve Z ortak U evrensel kümesi üzerinde bipolar bulanık kümeler olsun. 

Bu taktirde aşağıdakiler sağlanır. 

(1) X ⋃ X = X ve X ⋂ X = X. 

(2) X ⋃ Y = Y ⋃ X ve X ⋂ Y = Y ⋂ X. 

(3) X ⋃ (Y ⋃ Z) = (X ⋃ Y) ⋃ Z ve X ⋂ (Y ⋂ Z) = (X ⋂ Y) ⋂ Z. 

(4) X ⋃ (Y ⋂ Z) = (X ⋃ Y) ⋂ (X ⋃ Z) ve X ⋂ (Y ⋃ Z) = (X ⋂ Y) ⋃ (X ⋂ Z). 

(5) X ⋃ (X ⋂ Y) = X ve X ⋂ (X ⋃ Y) = X. 

(6) X ⋂ Y ⊂ X ve X ⋂ Y ⊂ Y. 

(7) X ⊂ X ⋃ Y ve Y ⊂ X ⋃ Y. 

(8) (Xc)c = X. 

(9) (X ⋃ Y)c = Xc⋂ Yc ve (X ⋂ Y)c = Xc ⋃ Yc. 

(10) X ⊂ Y ve Y ⊂ Z ise X ⊂ Z. 

(11) X ⊂ Y ise X ⋂ Z ⊂ Y ⋂ Z ve X ⋃ Z ⊂ Y ⋃ Z. 

(12) X ⋃ 1bp = 1bp ve X ⋂ 1bp = X. 

(13) X ⋃ 0bp = X ve X ⋂ 0bp = 0bp. (Kim ve diğ., 2019) 



 

4 

 

Sonuç 2.1.7: X ve Y ortak U evrensel kümesi üzerinde bipolar bulanık kümeler olsun. Bu 

taktirde aşağıdakiler denktir. 

(1) X ⊂ Y. 

(2) X ⋂ Y  = X. 

(3) X ⋃ Y  = Y. (Kim ve diğ., 2019) 

Tanım 2.1.8: U boştan farklı bir küme ve (Xj)j∈J
, U kümesi üzerindeki bipolar bulanık 

kümelerin bir ailesi olsun. 

(1) (Xj)j∈J
 ailesinin arakesiti U kümesi üzerinde bir bipolar bulanık küme olup ⋂ Xjj∈J  ile 

gösterilir ve her u ∈ U için, 

(⋂ Xjj∈J )(u) = (⋀ μX
+(u)j∈J , ⋁ μX

−(u)j∈ )                                                                                         (2.5a) 

şeklinde tanımlanır.  

(2) (Xj)j∈J
 ailesinin birleşimi U kümesi üzerinde bir bipolar bulanık küme olup ⋃ Xjj∈J  ile 

gösterilir ve her u ∈ U için, 

(⋃ Xjj∈J )(u) = (⋁ μX
+(u)j∈J , ⋀ μX

−(u)j∈J )                                                                           (2.5b) 

şeklinde tanımlanır. (Kim ve diğ., 2019) 

Sonuç 2.1.9: U boştan farklı bir küme olmak üzere X, U üzerinde bipolar bulanık küme 

ve (Xj)j∈J
, U üzerinde bulanık kümelerin bir ailesi olsun. Bu taktirde, 

(1) (Genelleştirilmiş dağılma kuralları): X ⋃ (⋂ Xjj∈J ) = ⋂ (Xj ⋃ X)j∈J  

                                                                 X ⋂ (⋃ Xjj∈J ) = ⋃ (Xj ⋂ X)j∈J  

(2) (Genelleştirilmiş De Morgan kuralları): (⋃ Xjj∈J )
c
 = ⋂ Xj

c
j∈J  

                                                                               (⋂ Xjj∈J )
c
 = ⋃ Xj

c
j∈J   
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(Kim ve diğ., 2019) 

Tanım 2.1.10: g: U ⟶V bir fonksiyon ve X, Y sırasıyla U ve V kümeleri üzerinde birer 

bipolar bulanık küme olsun.  

 (1) X bipolar bulanık kümesinin g altındaki görüntüsü de bir bipolar bulanık küme olup 

her v ∈ V için; 

g(X)(v) = (μg(X)
+ (v), μg(X)

− (v)) = (g(μX
+)(v), g(μX

−)(v)), ∀ v ∈  V                                           (2.6a) 

olarak tanımlanır. Burada  

g(μX
+)(v) = {

⋁ μX
+(u) , u ∈ g−1(v),

0, diğer
 

g(μX
−)(v) = {

⋀ μX
−(u) , u ∈ g−1(v),

0, diğer
 

şeklindedir. 

(2) Y bipolar bulanık kümesinin g altındaki ters görüntüsü de bir bipolar bulanık küme 

olup her u ∈ U için; 

g−1(Y) = (μg−1(Y)
+ (u), μg−1(Y)

− (u)) = (g−1(μx
+(Y)), g−1(μx

−(Y)))                             (2.6b) 

olarak tanımlanır. Burada 

g−1(μx
+(Y)) = μx

+(Y) o g(u) ve g−1(μx
−(Y)) = μx

−(Y) o g(u) 

(Kim ve diğ., 2019) 

Sonuç 2.1.11: f: U ⟶ V bir fonksiyon ve X, X1, X2 ∈ BPF(U), (Xj)j∈J
 ⊂ BPF(U), Y, 

Y1, Y2∈ BPF(V) ve (Yj)j∈J
 ⊂ BPF(V) olsun. Bu taktirde aşağıdakiler sağlanır. 

(1) X1 ⊂ X2 ise f(X1) ⊂ f(X2). 

(2) f(X1⋃ X2) = f(X1) ⋃ f(X2), f(⋃ Xjj∈J ) = ⋃ f(Xj)j∈J . 
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(3) f(X1⋂ X2) ⊂ f(X1) ⋂ f(X2), f(⋂ Xjj∈J ) ⊂ ⋂ f(Xj)j∈J . 

(4) f bire-bir ise f(X1⋂ X2) = f(X1) ⋂ f(X2), f(⋂ Xjj∈J ) = ⋂ f(Xj)j∈J . 

(5) Y1 ⊂ Y2 ise f −1(Y1) ⊂ f −1(Y2). 

(6) f(X) = 0bp ⇔ X = 0bp. 

(7) f −1(Y1⋃ Y2) = f −1(Y1) ⋃ f −1(Y2), f −1(⋃ Yjj∈J ) = ⋃ f −1(Yj)j∈J . 

(8) f −1(Y1⋂ Y2) = f −1(Y1) ⋂ f −1(Y2), f −1(⋂ Yjj∈J ) = ⋂ f −1(Yj)j∈J . 

(9) f −1(Y) = 0bp ⟺ Y ⋂ f(1bp) = 0bp. 

(10) X ⊂ (f −1of)(X), özel olarak f bire-bir ise X = (f −1of)(X). 

(11) (fof −1)(Y) ⊂ Y, özel olarak f örten ise Y = (fof −1)(Y). 

(12) f −1(Yc) = (f −1(Y))
c
. 

(13) f: U ⟶ V ve g: V ⟶ W bir fonksiyon ise her X ∈ BPF(U)  için 

(gof)(X) = (g(f(X)). 

(14) f: U ⟶ V ve g: V ⟶ W bir fonksiyon ise her Z ∈ BPF(W) için; 

(gof)−1(Z) = f −1(g−1(Z)). (Kim ve diğ., 2019) 

2.2. Bipolar Bulanık Nokta ve Özellikleri 

Tanım 2.2.1: u ∈ U, (α, β) ∈ (0, 1]×[−1,0) ve X ∈ BPF(U) olsun. 

(a), U kümesi üzerinde bir u(α,β) bipolar bulanık noktası her v ∈ U için 

[u(α,β)](v) = {
(α, β), v = u 
(0,0), diğer

                                                                                                      (2.7) 

şeklinde tanımlanır. (α, β) ikilisine bu noktanın değeri ve u’ya bu noktanın desteği denir. 
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(b) Eğer μX
+(u) ≥ α ve μX

−(u) ≤ β ise u(α,β), X’e aittir denir ve u(α,β) ∈ X ile gösterilir. 

U kümesi üzerinde tanımlanan bütün bipolar bulanık noktaların kümesini BPFP(U) ile 

göstereceğiz. X ∈ BPF(U) için,  

X = ⋃{u(α,β) ∈ BPFP(U)|u(α,β) ∈ X}                                                                                                             (2.8) 

olduğu açıktır. (Kim ve diğ., 2019) 

Örnek 2.2.2: U = [0, π] ve X = {〈u, sin(u) , −sin(u)〉|u ∈ [0, π]} bipolar bulanık 

kümesini ele alalım. U üzerinde (π
2⁄ )

(0.4,−0.6)
 bipolar bulanık noktası verilsin. Bu 

taktirde bu noktanın X bipolar bulanık kümesine ait olduğu aşağıdaki şekilden açıktır. 

Burada π 2⁄ ’ye bu noktanın desteği, (0.4, −0.6) ikilisine ise bu noktanın değeri denir. 

 

Şekil 2.1. X bipolar bulanık kümesi ve bipolar bulanık nokta temsili 

Teorem 2.2.3: X, Y ∈ BPF(U) olsun. Bu taktirde X ⊆ Y ise ∀ u(α,β) ∈ X için u(α,β) ∈ Y dir. 

(Kim ve diğ., 2019) 

Teorem 2.2.4: X, Y ∈ BPF(U) ve u(α,β) ∈ BPFP(U) olsun. Bu taktirde aşağıdakiler 

sağlanır. 

(1) u(α,β) ∈ X ve u(α,β) ∈ Y ⟺ u(α,β) ∈ X ⋂ Y. 
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(2) u(α,β) ∈ X veya u(α,β) ∈ Y ⇒ u(α,β) ∈ X ⋃ Y. (Kim ve diğ., 2019) 

Teorem 2.2.5: (Xj)j∈J
⊂ BPF(U) ve u(α,β) ∈ BPFP(U) olsun. Bu taktirde, 

(1) u(α,β) ∈ ⋂ Xjj∈J  ⟺ ∀ j ∈ J için u(α,β) ∈ Xj. 

(2) u(α,β) ∈ Xj olacak şekilde bir j ∈ J varsa o zaman u(α,β) ∈ ⋃ Xjj∈J . (Kim ve diğ., 2019) 

Teorem 2.2.6: u(α,β) ∈ BPFP(U), v(γ,θ) ∈ BPFP(V) ve f: U ⟶ V bir fonksiyon olsun. Bu 

taktirde aşağıdakiler sağlanır. 

1. f(u(α,β)) ∈ BPFP(V). (Kim ve diğ., 2019) 

2. X ∈ BPF(U) ve u(α,β) ∈ X ise f(u(α,β)) ∈ f(X) sağlanır. 

3. f −1(v(γ,θ)) ∈ BPFP(U).  

İspat:  

2. u(α,β) ∈ X olsun. Her u ∈ U için 

α ≤ μX
+(u) ≤ ⋁ μX

+(z)z ∈ f−1(u)  = f(μX
+)(f(u)) ve 

β ≥ μX
−(u) ≥ ⋀ μX

+(z)z ∈ f−1(u)  = f(μX
+)(f(u)) 

olup f(u(α,β)) ∈ f(X) olur. 

3. (2) de X = f −1(Y) olarak alırsak istenen elde edilir.
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3. BİPOLAR BULANIK TOPOLOJİK UZAYLAR 

Tanım 3.1: U boştan farklı bir küme ve τ∗ ⊂ BPF(U) olsun. Aşağıdaki özellikleri sağlayan 

τ∗ ailesine X üzerinde bir bipolar bulanık topoloji denir. 

(BFT1) 0bp, 1bp ∈ τ∗. 

(BFT2) Her X, Y ∈ τ∗ için X ⋂ Y ∈ τ∗. 

(BFT3) Her (Xj)j∈J
 ⊂ τ∗ için ⋃ Xjj∈J  ∈ τ∗. 

(U, τ∗) ikilisine bipolar bulanık topolojik uzay ve τ∗’ın her elemanına U’da bir bipolar 

bulanık açık küme (kısaca BPFOS) denir. Xc ∈ τ∗ şeklindeki X ∈ BPF(U) kümesine 

bipolar bulanık kapalı küme denir. (Azhagaphan ve diğ., 2016) 

U üzerindeki tüm bipolar bulanık topolojilerin kümesini BPFT(U) şeklinde göstereceğiz. 

(U, τ∗) herhangi bulanık topolojik uzay olmak üzere aşağıdaki ailelerin 

(τ+)∗ = {μX
+ ∈  [0,1]U|X ∈ τ∗}, (τ−)∗ = {−μX

− ∈  [0,1]U|X ∈ τ∗} 

Chang (Chang, 1968) anlamında birer bulanık topoloji oldukları açıktır. 

Önerme 3.2: (U, τ∗) bir bipolar bulanık topolojik uzay ve ℱ, U’daki tüm kapalı kümelerin 

ailesi olsun. Bu taktirde; 

(1) 0bp, 1bp ∈ ℱ. 

(2) Her F1, F2∈ ℱ için F1⋃ F2 ∈ ℱ. 

(3) Her (Fj)j∈J
 ⊂ ℱ için ⋂ Fjj∈J  ∈ ℱ. (Kim ve diğ., 2019) 

Önerme 3.3: (U, τ∗) bir bipolar bulanık topolojik uzay ve X ∈ BPF(U) olsun. Eğer her 

u(α,β) ∈ X için u(α,β) ∈ Y ⊂ X olacak şekilde Y ∈ τ∗ varsa o zaman X ∈ τ∗ olur.                   

(Kim ve diğ., 2019) 

Tanım 3.4: (U, τ∗) bir bipolar bulanık topolojik uzay olsun. Bu taktirde, 
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(1) ℬ ⊂ τ∗, τ∗ için bir taban (baz) olarak adlandırılır : ⇔ her X ∈ τ∗, X = 0bp; veya her 

u(α,β) ∈ X için bir Y ∈ ℬ vardır öyle ki u(α,β) ∈ Y ⊂ X olur.  

(2) S ⊂ τ∗ ye τ∗ için bir alt taban denir ⟺ S’nin elemanlarının bütün sonlu arakesitleri  τ∗ 

için bir taban oluşturur. (Kim ve diğ., 2019) 

Tanım 3.5: (U, τ∗) bipolar bulanık topolojik uzay ve X ∈ BPF(U) olsun. Bu taktirde X’e 

u(α,β) ∈ BPFP(U) noktasının bipolar bulanık komşuluğu denir : ⇔ u(α,β) ∈ Y ⊂ τ∗ olacak 

şekilde Y ∈ τ∗ vardır. u(α,β) noktasındaki tüm bipolar bulanık komşulukların kümesini 

Nτ∗(u(α,β)) ile göstereceğiz. (Kim ve diğ., 2019) 

Lemma 3.6: (U, τ∗) bipolar bulanık topolojik uzay ve X ∈ BPF(U) olsun. Bu taktirde X ∈ 

τ∗ olması için gerek ve yeter şart Y ⊂ X olacak şekilde Y ∈ Nτ∗(u(α,β)) vardır.                  

(Kim ve diğ., 2019) 

Önerme 3.7: (U, τ) bipolar bulanık topolojik uzay olsun. Bu taktirde aşağıdakiler sağlanır. 

(1) 1bp ∈ Nτ∗(u(α,β)), ∀ u(α,β) ∈ BPFP(U) ve X ∈ Nτ∗(u(α,β)) ise o zaman u(α,β) ∈ X dir. 

(2) X, Y ∈ Nτ∗(u(α,β)) ise X ⋂ Y ∈ Nτ∗(u(α,β)). 

(3) X ⊂ Y ve X ∈ Nτ∗(u(α,β)) ise o zaman Y ∈ Nτ∗(u(α,β)). 

(4) X ∈ Nτ∗(u(α,β)) ise o zaman ∀ v(γ,θ) ∈ Y için Y ⊂ X ve Y ∈ Nτ∗(u(γ,θ)) olacak şekilde 

Y ∈ Nτ∗(v(α,β)) vardır. (Kim ve diğ., 2019) 

Tanım 3.8: (U, τ∗) bipolar bulanık topolojik uzay ve X ∈ BPF(U) olsun. Bu taktirde X’in 

bipolar bulanık kapanışı clτ∗(X) ile gösterilir (kısaca cl) ve U üzerinde bir bulanık küme 

olup 

clτ∗(X) = ⋂{F ∈ BPF(U)|Fc ∈ τ∗, X ⊂ F}                                                                     (3.1) 

ile tanımlanır. (Azhagaphan ve diğ., 2016) 

Sonuç 3.9: (U, τ∗) bipolar bulanık topolojik uzay ve X, Y ∈ BPF(U) olsun. Bu taktirde 

aşağıdakiler sağlanır. 
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(1) clτ∗(X), X bipolar bulanık kümesini içeren en dar kapalı kümedir, 

(2) X bipolar bulanık kümesinin U üzerinde bipolar bulanık kapalı olması için gerek ve 

yeter şart X = clτ∗(X) olmasıdır. 

(3) clτ∗(0bp) = 0bp. 

(4) clτ∗(clτ∗(X)) = clτ∗(X). 

(5) clτ∗(X ⋃ Y) = clτ∗(X) ⋃ clτ∗(Y). 

(6) clτ∗(X ⋂ Y) ⊂ clτ∗(X) ⋂ clτ∗(Y). (Azhagaphan ve diğ., 2016) 

Tanım 3.10: (U, τ∗) bipolar bulanık topolojik uzay ve X ∈ BPF(U) olsun. Bu taktirde X’in 

bipolar bulanık içi intτ∗(X) ile gösterilir (kısaca int(X)) ve U üzerinde bir bipolar bulanık 

küme olup 

intτ∗(X) = ⋃{ Y ∈ BPF(U) | Y ∈ τ∗, Y ⊂ X }                                                                  (3.2) 

ile tanımlanır. (Azhagaphan ve diğ., 2016) 

Sonuç 3.11: (U, τ∗) bipolar bulanık topolojik uzay ve X, Y ∈ BPF(U) olsun. Bu taktirde 

aşağıdakiler sağlanır. 

(1) intτ∗(X), X’in kapsadığı en geniş bipolar bulanık açık kümedir. 

(2) X’in U üzerinde bipolar bulanık açık olması için gerek ve yeter şart intτ∗(X) = X. 

(3) X ⊂ Y ise intτ∗(X) ⊂ intτ∗(Y) dir. 

(4) intτ∗(intτ∗(X)) = intτ∗(X). 

(5) intτ∗(X ⋂ Y) = intτ∗(X) ⋂ intτ∗(Y). 

(6) intτ∗(X ⋃ Y) ⊃ intτ∗(X) ⋃ intτ∗(Y). 

(7) intτ∗(Xc) = (clτ∗(X))
c
.       

(8) clτ∗(Xc) = (intτ∗(X))
c
. (Azhagaphan ve diğ., 2016) 

Önerme 3.12: (U, τ∗) bipolar bulanık topolojik uzay olsun. Bu taktirde intτ∗(1bp) = 1bp 

dir. (Kim ve diğ., 2019) 
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Tanım 3.13: (X, τ∗) ve (Y, σ∗) iki bipolar bulanık topolojik uzay olsun. Eğer her f −1(V) 

∈ τ∗ için V ∈ σ∗ sağlanıyorsa o zaman f: (X, τ∗) ⟶ (Y, σ∗) fonksiyonuna süreklidir denir. 

(Kim ve diğ., 2019) 

Önerme 3.14: Eğer f: (U, τ∗) ⟶ (V, σ∗) ve g: (V, σ∗) ⟶ (W, δ∗) fonksiyonları sürekli ise 

o zaman gof: (U, τ∗) ⟶ (W, δ∗) bileşke fonksiyonu da süreklidir. (Kim ve diğ., 2019) 

Tanım 3.15: (U, τ∗) ve (V, σ∗) iki bipolar bulanık topolojik uzay, f: (U, τ∗) ⟶ (V, σ∗) bir 

fonksiyon ve u(α,β) ∈ BPFP(U) olsun. Her Y ∈ Nτ∗ (f(u(α,β))) = Nτ∗(f(u)(α,β))  için 

f −1(Y) ∈ Nτ∗(u(α,β)) oluyorsa o zaman f: (U, τ∗) ⟶ (V, σ∗) fonksiyonu u(α,β)  noktasında 

süreklidir denir. (Kim ve diğ., 2019) 

Lemma 3.16: Bir f: (U, τ∗) ⟶ (V, σ∗) fonksiyonu süreklidir. ⟺ f, her u(α,β) ∈ BPFP(U) 

noktasında süreklidir. (Kim ve diğ., 2019) 

Teorem 3.17: f: (U, τ∗) ⟶ (V, σ∗) bir fonksiyon olsun. Bu taktirde aşağıdakiler denktir. 

(1) f süreklidir. 

(2) V’deki her bipolar bulanık kapalı F kümesi için f −1(F), U’da kapalıdır. 

(3) 𝒮, σ∗ için alt taban ve S ∈ 𝒮 ise f −1(S) ∈ τ∗. 

(4) f, her u(α,β) ∈ BPFP(U) noktasında süreklidir. 

(5) Her u(α,β) ∈ BPFP(U) ve her Y ∈ Nσ∗(f(u)(α,β)) için f(X) ⊂ Y olacak şekilde X ∈ 

Nτ∗(u(α,β)) vardır. 

(6) Her X ∈ BPF(U) için f(clτ∗(X)) ⊂ clσ∗(f(X)). 

(7) Her Y ∈ BPF(V) için clτ∗(f −1(Y)) ⊂ f −1(clσ∗(Y)). (Kim ve diğ., 2019) 

Sonuç 3.18: Y ∈ BPF(V) olmak üzere f: (U, τ1
∗) ⟶ (V, τ2

∗ ) fonksiyonu süreklidir ⟺ 

f −1(intσ∗(Y)) ⊂ intτ∗(f −1(Y)). (Kim ve diğ.,, 2019) 
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Tanım 3.19: (U, τ∗) ve (V, σ∗) iki bipolar bulanık topolojik uzay olsun. Bu taktirde 

f: (U, τ∗) ⟶ (V, σ∗) fonksiyonuna; 

(a) Her X ∈ τ∗ için f(X) ∈ σ∗ ise açıktır denir. 

(b) Her Fc ∈ τ∗ için f(F) ∈ σ∗ ise kapalıdır denir. (Kim ve diğ., 2019) 

Önerme 3.20: f: (U, τ∗) ⟶ (V, σ∗) ve g: (V, σ∗) ⟶ (W, δ∗) iki fonksiyon olsun. f ve g 

açık (kapalı) fonksiyonlar ise gof: (U, τ∗) ⟶ (W, δ∗) bileşke fonksiyonu da açıktır 

(kaplıdır). (Kim ve diğ., 2019) 

Teorem 3.21: f: (U, τ∗) ⟶ (V, σ∗) bir fonksiyon olsun. Bu taktirde f’nin bipolar bulanık 

açık olması için gerek ve yeter şart her X ∈ BPF(U) için f(intτ∗(X)) ⊂ intσ∗(f(X)) 

sağlanır. (Kim ve diğ., 2019) 

Önerme 3.22: f: (U, τ∗) ⟶ (V, σ∗) bir bire-bir fonksiyon olsun. Bu taktirde f sürekli ise 

her X ∈ BPF(U) için intσ∗(f(X)) ⊂ f(intτ∗(X)) sağlanır. (Kim ve diğ., 2019) 

Sonuç 3.23: f: (U, τ∗) ⟶ (V, σ∗) sürekli, birebir ve açık bir fonksiyon olsun. Bu taktirde 

her X ∈ BPF(U) için f(intτ∗(X)) = intσ∗(f(X)) (Kim ve diğ., 2019) 

Teorem 3.24: f: (U, τ∗) ⟶ (V, σ∗) bir fonksiyon olsun. Bu taktirde f’nin bipolar bulanık 

kapalı olması için gerek ve yeter şart X ∈ BPF(U) için clσ∗(f(X)) ⊂ f(clτ∗(X)).                 

(Kim ve diğ., 2019) 

Sonuç 3.25: f: (U, τ∗) ⟶ (V, σ∗) bir fonksiyon olsun. Bu taktirde f’nin bipolar bulanık 

kapalı ve sürekli olması için gerek ve yeter şart her X ∈ BPF(U) için clσ∗(f(X)) = 

f(clτ∗(X)). (Kim ve diğ., 2019)
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4. BİPOLAR BULANIK SUPRA TOPOLOJİK UZAYLAR 

Supra topolojik uzaylar Mashhour (Mashhour ve diğ., 1983) tarafından tanımlandı. Bu 

bölümde bipolar bulanık kümeler üzerine supra topoloji tanımlanacak ve açık kapalı 

kümelerin temel özellikleri elde edilecektir. Daha sonra bipolar bulanık supra iç ve 

kapanış kavramları tanımlanacak ve ilgili bazı teoremler ispatlanacaktır. Son olarak 

bipolar bulanık topolojik uzaylarda sağlanan fakat bipolar bulanık supra topolojik 

uzaylarda sağlanmayan iç ve kapanış özellikleri hakkında ters örnekler verilecektir.  

Tanım 4.1: U boştan farklı bir küme olsun. Eğer bir τ ⊆ BPF(U) ailesi; 

(BFST1) 0bp, 1bp ∈ τ. 

(BFST2) (Xj)j∈J
 ⊆ τ iken ⋃ (Xj)j∈J  ∈ τ. 

şartlarını sağlıyorsa τ’ya U üzerinde bir bipolar bulanık supra topoloji, (U, τ) ikilisine 

bipolar bulanık supra topolojik uzay denir. τ’nun elemanlarına bipolar bulanık supra açık 

küme, bütünleyeni τ’ya ait olan bipolar bulanık kümelere ise bipolar bulanık supra kapalı 

kümeler denir. U üzerindeki tüm bipolar bulanık supra topolojilerin ailesini BPFST(U) ile 

göstereceğiz. 

U üzerindeki τ bipolar bulanık supra topolojisine τ∗ bipolar bulanık topolojisi ile 

uyumludur denir :⇔  τ∗ ⊂ τ  

Bipolar bulanık supra topolojik uzayın tanımdan her bipolar bulanık topolojik uzayın bir 

bipolar bulanık supra topolojik uzay olduğu açıktır. 

Uyarı 4.2: Bipolar bulanık supra topolojik uzaylarda keyfi sayıda bipolar bulanık supra 

açık kümenin arakesitinin bipolar bulanık supra açık küme olması gerekmez. Örneğin 

U = {u, v}, X, Y ∈ BPF(U) ve τ = {0bp, 1bp, X, Y}  

olsun. Burada  

X = {〈u, 1, −0.1 〉, 〈v, 0.5, −1〉} 

Y = {〈u, 0.6, −1 〉, 〈v, 1, −0.5〉} 
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dir. Buna göre 

X ⋃ Y = {〈u, 1, −1 〉, 〈v, 1, −1〉} ∈ τ 

olur. Fakat 

X ⋂ Y = {〈u, 0.6, −0.1 〉, 〈v, 0.5, −0.5〉} ∉ τ 

olduğundan keyfi arakesit özelliğinin bipolar bulanık supra topolojik uzaylarda 

sağlanması gerekmez. 

Tanım 4.3: τ ve σ, U üzerinde iki bipolar bulanık supra topolojik uzay olsun. Eğer τ ⊂ σ 

ise τ ya, σ dan daha kabadır denir, σ ya τ dan daha incedir denir. 

Örnek 4.4: 

(1) U boştan farklı bir küme ve τ0 = {0bp, 1bp} olsun. Bu taktirde τ0, U üzerinde bir 

bipolar bulanık supra topolojidir. τ0’a ilkel (indiscrete) bipolar bulanık supra topoloji, 

(U, τ0)’a indiskret bipolar bulanık supra topolojik uzay denir. 

(2) U boştan farklı bir küme ve τ1 = BPF(U) olsun. Bu taktirde τ1, U üzerinde bir bipolar 

bulanık supra topolojidir. τ1’e ayrık (discrete) bipolar bulanık supra topoloji, (U, τ1)’e 

ayrık bipolar bulanık supra topolojik uzay denir. 

(3) τ = {X ∈ BPF(U)|X = 0bp veya Xc sonlu} olsun. τ’nun U üzerinde bir bipolar bulanık 

supra topoloji olduğu açıktır. τ’ya U üzerinde bipolar bulanık bütünleyeni sonlu (cofinete) 

supra topoloji denir ve Cofbpfs(U) ile gösterilir. 

(4) τ = {X ∈ BPF(U)|X = 0bp veya Xc sayılabilir} olsun. τ, U üzerinde bir bipolar 

bulanık supra topolojidir. τ’ya U üzerinde bipolar bulanık bütünleyeni sayılabilir 

(cocountable) supra topoloji denir ve Cocbpfs(U) ile gösterilir. 

(5) (U, τ) bir bipolar bulanık supra topolojik uzay olsun. 

 τ+ = {μX
+ ∈ IU|X ∈ τ} ve τ− = {−μX

− ∈ IU|X ∈ τ}  
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aileleri El Monsef ve Ramadan (Monsef 1987) anlamında birer bulanık supra topolojik 

uzaydır. 

Teorem 4.5: τ, U üzerinde bir bipolar bulanık supra topoloji olsun. 

ητ = {X ∈ BPF(U)|Her Y ∈ τ  için  X ⋂ Y ∈ τ}                                                              (4.1) 

ailesi U üzerinde bir bipolar bulanık topolojidir ve ητ ⊆ τ dur. 

İspat: 

(1) Y ∈ τ ise 0bp ⋂ Y = 0bp ∈ τ ve 1bp ⋂ Y = Y ∈ τ olduğundan 0bp, 1bp ∈ ητ 

(2) X1, X2 ∈ ητ ve Y ∈ τ olsun. (X1⋂ X2) ⋂ Y ∈ τ olduğunu göstermeliyiz. X1 ∈ ητ ve 

Y ∈ τ olduğundan X1⋂ Y ∈ τ ve X2 ∈ ητ ve Y ∈ τ olduğundan X2 ⋂ Y ∈ τ dur. X2⋂ Y ∈ 

τ ve X1 ∈ ητ olduğundan X1 ⋂ (X2⋂ Y) ∈ τ dur. Buradan (X1⋂ X2) ⋂ Y ∈ τ olup X1, X2 

∈ ητ sağlanır. 

(3) (Xj)j∈J
⊂ ητ ve Y ∈ τ olsun. Göstermemiz gereken ⋃ Xj∈J  ∈ ητ yani (⋃ Xj∈J ) ⋂ Y ∈ τ 

dur. Her j ∈ J için Xj ∈ ητ olup Xj ⋂ Y ∈ τ dur. τ bipolar bulanık supra topoloji olduğundan 

keyfi birleşim özelliğine sahip olup ⋃ (Xj⋂ Y)∈J  ∈ τ olur. Buradan da ⋃ Xj∈J  ∈ ητ 

sağlandığı görülür. 

Önerme 4.6: (U, τ1) ve (U, τ1) iki bipolar bulanık supra topolojik uzay olsun. Bu taktirde 

(U, τ1⋂ τ2) bir bipolar bulanık supra topolojik uzaydır. 

Uyarı 4.7: U üzerindeki iki bipolar bulanık supra topolojinin birleşiminin U üzerinde yine 

bir bipolar bulanık supra topoloji olması gerekmez. 

Tanım 4.8: (U, τ) bir bipolar bulanık supra topolojik uzay ve X ⊆ U olsun. O zaman, 

τX = {X ⋂ O|O ∈ τ}                                                                                                                 (4.2) 

kümesi X üzerinde bir bipolar bulanık supra topolojidir. Gerçekten; 

(1) 0bp, 1bp ∈ τ iken X ⋂ 0bp = 0bp ve X ⋂ 1bp = X 
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(2) J bir indis kümesi iken j ∈ J için Uj ∈ τX olsun. O zaman τX in tanımı gereği her j ∈ J 

için Uj = X ⋂ Yj olacak şekilde bir Yj ∈ τ vardır. τ bir bipolar bulanık supra topoloji 

olduğundan ⋃ Yjj∈J  ∈ τ dur. Buradan, 

(⋃ Yjj∈J ) ⋂ X = ⋃ (Yj ⋂ X)j∈J  = ⋃ Zjj∈J                                                                               (4.3) 

olup τX in tanımı gereği ⋃ Zjj∈J  ∈ τX dir. 

Bu şekildeki τX ailesine X bipolar bulanık kümesi tarafından indirgenmiş bipolar bulanık 

supra alt uzay toplojisi denir ve (X, τX) ikilisine bipolar bulanık supra altuzayı denir. 

Teorem 4.9: ℱ, (U, τ) bipolar bulanık supra topolojik uzayındaki tüm bipolar bulanık 

supra kapalı kümelerin ailesi olsun. O zaman; 

(1) 0bp, 1bp ∈ ℱ. 

(2) Her j ∈ J için  Xj ∈ ℱ iken ⋂ (Xj)j∈J  ∈ ℱ. 

İspat:  

(1) Her u ∈ U için 0bp
+  = 0 = 0bp

−   ve  

0bp
c  = {〈u, 1 − 0bp

+ (u), −1 − 0BP
− (u)〉|u ∈ U} 

        = {〈u, 1, −1〉|u ∈ U} 

        = {〈u, 1bp
+ (u), 1bp

− (u)〉|u ∈ U}  

        = 1bp ∈ τ 

olduğundan 0bp ∈ ℱ dir. Aynı şekilde;  1bp
+ (u) = 1 ve 1bp

− (u) = −1 olup, 

1bp
c  = {〈u, 1 − 1bp

+ (u), −1 − 1bp
− (u)〉|u ∈ U} 

        = {〈u, 1 − 1, −1 − (−1)〉|u ∈ U} 

        = {〈u, 0,0〉|u ∈ U}  
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        = {〈u, 0bp
+ (u), 0bp

− (u)〉|u ∈ U}  

        = 0bp ∈ τ 

olduğundan 1bp ∈ ℱ dir. Şu halde 0bp, 1bp ∈ ℱ dir. 

(2) Her j ∈ J için  Fj ∈ ℱ olsun. Bu taktirde her  j ∈ J için Fj
c
 ∈ τ olduğundan; 

⋃ Fj
c

 j∈J  = 1bp − ⋂ Fj j∈J  ∈ τ 

olup ⋂ Fj j∈J  ∈ ℱ dir. 

Tanım 4.10: X ∈ BPF(U) ve (U, τ) bir bipolar bulanık supra topolojik uzay olsun. Bu 

taktirde; 

(1) X’in bipolar bulanık supra içi X’in kapsadığı bipolar bulanık supra açık kümelerin 

birleşimi olarak tanımlanır ve intτ(X) ile gösterilir. Buna göre; 

intτ(X) = ⋃{O ⊆ X|O ∈ τ}                                                                                            (4.4a) 

dir. 

(2) X’in bipolar bulanık supra kapanışı X’i kapsayan bipolar bulanık supra kapalı 

kümelerin arakesiti olarak tanımlanır ve clτ(X) ile gösterilir. Buna göre; 

clτ(X) = ⋂{X ⊆ K|Kc ∈ τ}                                                                                                      (4.4b) 

dir. 

Tanımlardan da anlaşılacağı üzere intτ(X), X in kapsadığı en geniş bipolar bulanık supra 

açık küme ve clτ(X), X’i kapsayan en dar bipolar bulanık supra kapalı kümedir. 

Teorem 4.11: X, Y ∈ BPF(U) ve (U, τ) bir bipolar bulanık supra topolojik uzay olsun. Bu 

taktirde aşağıdakiler sağlanır. 

(1) X bipolar bulanık supra açık (kapalı) kümedir. ⟺ X = intτ(X) (X = clτ(X)) 

(2) X ⊆ Y ise intτ(X) ⊆ intτ(Y). 
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(3) X ⊆ Y ise clτ(X) ⊆ clτ(Y). 

(4) clτ(X) ⋃ clτ(Y) ⊆ clτ(X ⋃ Y). 

(5) intτ(X) ⋃ intτ(Y) ⊆ intτ(X ⋃ Y). 

(6) intτ(X ⋂ Y) ⊆ intτ(X) ⋂ intτ(Y). 

(7) clτ(X ⋂ Y) ⊆ clτ(X) ⋂ clτ(Y). 

(8) intτ(1bp − X) = 1bp − clτX. 

(9) clτ(1bp) = 1bp = intτ(1bp) ve clτ(0bp) = 0bp = intτ(0bp). 

İspat:  

(1) Eğer X bipolar bulanık supra açık küme ise ⋃{O ⊆ X|O ∈ τ} birleşim kümesi X ya eşit 

olacağından X = intτ(X) elde edilir. Tersine X = intτ(X) ise intτ(X) bipolar bulanık supra 

açık olduğundan X de bipolar bulanık supra açık küme olur. Bipolar bulanık supra 

kapalılık koşulu da aynı şekilde gösterilir. 

(2) X ⊂ Y olsun. Keyfi u(α,β) ∈ intτ(X) için u(α,β) ∈ O ⊆ X olacak şekilde bir O ∈ τ vardır. 

X ⊂ Y olduğundan u(α,β) ∈ O ⊆ X ⊆ Y olup u(α,β) ∈ intτ(Y) dir. Şu halde  intτ(X) ⊆ 

intτ(Y)  sağlanır.  

(3) X ⊆ clτ(X) ve Y ⊆ clτ(Y) olduğunu tanımdan biliyoruz. X ⊆ Y ve clτ(X) kümesinin X 

yı kapsayan en dar bipolar bulanık supra kapalı küme olduğunu dikkate alırsak ve  clτ(X) 

= ⋂{X ⊆ K|Kc ∈ τ} ⊆ ⋂{Y ⊆ K|Kc ∈ τ} = clτ(Y) olduğundan clτ(X) ⊆ clτ(Y) elde edilir. 

(4) X ⊆ X ⋃ Y ve Y ⊆ X ⋃ Y olduğundan clτ(X) ⊆ clτ(X) ⋃ clτ(Y) ve clτ(Y) ⊆ clτ(X) ⋃ 

clτ(Y) dir. Buradan clτ(X) ⋃ clτ(Y) ⊆ clτ(X ⋃ Y) elde edilir. 

(5) X ⊆ X ⋃ Y ve Y ⊆ X ⋃ Y olduğundan (2) den intτ(X) ⊂ intτ(X ⋃ Y) ve intτ(Y) ⊆ 

intτ(X ⋃ Y) dir. Buradan intτ(X) ⋃ intτ(Y) ⊆ intτ(X ⋃ Y) elde edilir. 

(6) X ⋂ Y ⊆ X ve X ⋂ Y ⊆ Y olduğundan (2) den intτ(X ⋂ Y) ⊆ intτ(X) ve intτ(X ⋂ Y) ⊆ 

intτ(Y) dir. Buradan da intτ(X ⋂ Y) ⊆ intτ(X) ⋂ intτ(Y)   elde edilir. 
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(7) X ⋂ Y ⊆ X ve X ⋂ Y ⊆ Y olduğundan clτ(X ⋂ Y) ⊆ clτ(X) ve clτ(X ⋂ Y) ⊆ clτ(Y)  

olup clτ(X ⋂ Y) ⊆ clτ(X) ⋂ clτ(Y) elde eilir. 

(8) intτ(1bp − X) = ⋃{Kc|Kc , X de bipolar bulanık supra kapalı ve Kc ⊆ Xc } = 1bp − 

clτX 

(9) 0bp ve 1bp kümeleri hem bipolar bulanık supra açık hem de bipolar bulanık supra 

kapalı kümeler olduklarından bipolar bulanık supra içi ve kapanışları kendilerine eşittir. 

Uyarı 4.12: Bipolar bulanık topolojik uzaylarda, 

intτ(X ⋂ Y) = intτ(X) ⋂ intτ(Y) ve clτ(X) ⋃ clτ(Y) = clτ(X ⋃ Y)   

eşitlikleri sağlanır. Fakat bipolar bulanık supra topolojik uzaylarda bu eşitlikler 

sağlanmak zorunda değildir. 

Örnek 4.13: U = {u, v} ve τ = {0bp, 1bp, X, Y} olsun. Burada, 

X = {〈u, 1, −0.4〉, 〈v, 0.3, −1〉}, 

Y = {〈u, 0.7, −1〉, 〈v, 1, −0.7〉} 

dir. Bu taktirde Xc = {〈u, 0, −0.6〉, 〈v, 0.7,0〉} ve Yc = {〈u, 0.3,0〉, 〈v, 0, −0.3〉} olup 

τc = {0bp, 1bp, Xc, Yc} dir. C = {〈u, 0, −0.5〉, 〈v, 0.1,0〉}, D = {〈u, 0.2,0〉, 〈v, 0, −0.2〉} 

bipolar bulanık kümelerini ele alalım. Bu taktirde, 

C ⋃ D = {〈u, 0.2, −0.5〉, 〈v, 0.1, −0.2〉} 

olur.  

C ⊆ 1bp, Xc olduğundan clτ(D) = 1bp ⋂ Xc = {〈u, 0, −0.6〉, 〈v, 0.7,0〉}, 

D ⊆ 1bp, Yc olduğundan clτ(E) = 1bp ⋂ Yc = {〈u, 0.3,0〉, 〈v, 0, −0.3〉}   

ve   

clτ(C) ⋃ clτ(D) = {〈u, 0.3, −0.6〉, 〈v, 0.7, −0.3〉} 
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dir. Buradan, 

C ⋃ D ⊆ 1bp olduğundan clτ(D ⋃ E) = 1bp = {〈u, 1, −1〉, 〈v, 1, −1〉} 

olup clτ(C ⋃ D) ≠ clτ(C) ⋃ clτ(D)  dir. 

Örnek 4.14: U = {u, v} ve τ = {0bp, 1bp, W, T} olsun. Burada, 

W = {〈u, 1, −0.2〉, 〈v, 0.3, −0.1〉}, 

T = {〈u, 0.7, −1〉, 〈v, 1, −0.7〉} 

dir. Şimdi, 

G = {〈u, 1, −0.3〉, 〈v, 0.4, −1〉}, 

H = {〈u, 0.8, −1〉, 〈v, 1, −0.9〉} 

bipolar bulanık kümelerini ele alalım. Bu taktirde, 

G ⋂ H = {〈u, 0.8, −0.3〉, 〈v, 0.4, −0.9〉} 

olur.  

0bp, W ⊆ G olduğundan intτ(G) = 0bp ⋃ W = {〈u, 1, −0.2〉, 〈v, 0.3, −1〉}, 

0bp, T ⊆ H olduğundan intτ(H) = 0bp ⋃ T = {〈u, 0.7, −1〉, 〈v, 1, −0.7〉}   

ve   

intτ(G) ⋂ intτ(H) = {〈u, 0.7, −0.2〉, 〈v, 0.3, −0.1〉} 

dir. Ayrıca, 

0bp ⊆ G ⋂ H olduğundan intτ(G ⋂ H) = {〈u, 0,0〉, 〈v, 0,0〉} = 0bp 

olup intτ(G ⋂ H) ≠ intτ(G) ⋂ intτ(H) dir. 

Tanım 4.15: Bir ℬ ⊂ BPF(U) ailesi τ bipolar bulanık supra topolojisi için bir tabandır ∶⇔ 

ℬ ⊂ τ ve τ, ℬ’nin bazı elemanlarının birleşimidir. 
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Tanım 4.16: (U, τ) bir bipolar bulanık supra topolojik uzay olsun. Eğer bir 𝒮 ⊂ BPF(U) 

ailesinin tüm elemanlarının sonlu arakesitleri τ için bir taban oluyorsa 𝒮 ailesine τ için 

bir alt taban denir.  

Teorem 4.17: 𝒮 ⊂ BPF(U) ve 0bp, 1bp ∈ 𝒮 olsun. Bu takdirde aşağıda tanımlanan τ ailesi 

U üzerinde bir bipolar bulanık supra topoloji belirler. 

τ = {⋃ (⋂ (X)j,kk∈Δj
)j∈J |(X)j,k ∈ 𝒮}                                                                              (4.5) 

Burada J keyfi ve Δj sonlu birer indis ailesidir. 

İspat: Tanım 4.15 ve Tanım 4.16 dan açıktır. 
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5. BİPOLAR BULANIK SUPRA TOPOLOJİK UZAYLARDA SÜREKLİLİK  

Bu bölümde bipolar bulanık supra sürekli ve bipolar bulanık supra S∗ sürekli dönüşümler 

tanımlanacak, bipolar bulanık supra açık ve kapalı dönüşümlerin bu tür sürekli 

dönüşümler altındaki özellikleri incelenecek. 

Tanım 5.1: (U, τ) ve (V, σ) iki bipolar bulanık supra topolojik uzay, τ∗ ⊂ τ ve σ∗ ⊂ σ ve 

f: (U, τ) ⟶ (V, σ) bir fonksiyon olsun. Bu taktirde; 

(1) f’ye, S∗ bipolar bulanık supra sürekli fonksiyon denir. :⟺ (V, σ∗) bipolar bulanık 

topolojik uzayındaki her bipolar bulanık açık kümenin f altındaki ters görüntüsü (U, τ)’  

da bipolar bulanık supra açıktır. 

(2) Her X ∈ τ∗ için f(X) ∈ σ ise f’ye, S∗ bipolar bulanık supra açık fonksiyon denir. 

(3) Yc ∈ τ∗ bipolar bulanık kapalı küme olmak üzere (f(Y))
c
 ∈ σ ise f’ye, S∗ bipolar 

bulanık supra kapalı fonksiyon denir. 

Tanım 5.2: (U, τ) ve (V, σ) iki bipolar bulanık supra topolojik uzay ve f: (U, τ) ⟶ (V, σ) 

bir fonksiyon olsun. Bu taktirde; 

(1) Her X ∈ σ için f −1(X) ∈ τ ise f’ye bipolar bulanık supra sürekli fonksiyon denir. Buna 

göre f: (U, τ) ⟶ (V, σ) fonksiyonu bipolar bulanık supra süreklidir :⟺ f −1(σ) ⊂ τ dir. 

(2) Her X ∈ τ için f(X) ∈ σ ise f’ye, bipolar bulanık supra açık fonksiyon denir. 

(3) Y, U’da bipolar bulanık supra kapalı küme olmak üzere f(Y), V’de bipolar bulanık 

supra kapalı küme ise f’ye, bipolar bulanık supra kapalı fonksiyon denir. 

Uyarı 5.3: Tanım 4.2’den anlaşıldığı üzere her S∗ bipolar bulanık supra sürekli fonksiyon 

bir bipolar bulanık supra sürekli fonksiyondur. 

Teorem 5.4: (U, τ∗) ve (V, σ∗) iki bipolar bulanık topolojik uzay, τ∗ ⊂ τ ve σ∗ ⊂ σ ve  

f: (U, τ∗) ⟶ (V, σ∗) bir fonksiyon olsun. Bu taktirde aşağıdakiler denktir. 

(1) f, S∗ bipolar bulanık supra süreklidir. 
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(2) (V, σ∗) daki her Y bipolar bulanık kapalı kümesi için (f −1(Y))
c
 ∈ τ dur. 

(3) (V, σ∗) daki her Y bipolar bulanık kümesi için clτ(f −1(Y)) ⊆ f −1(clσ∗(Y)). 

(4) (U, τ∗) daki her X bipolar bulanık kümesi için f(clτ(X)) ⊆ clσ∗(f(X)). 

(5) (V, σ∗) daki her Y bipolar bulanık kümesi için f −1(intσ∗(Y)) ⊆ intτ(f −1(Y)). 

İspat:  

(1) ⇒ (2) f, S∗ bipolar bulanık supra sürekli ve  Yc ∈ σ∗ olsun. f, S∗ bipolar bulanık supra 

sürekli olduğundan  f −1(1bp − Y) = 1bp − f −1(Y) ∈ τ dur. Buradan f −1(Y) nin (U, τ) da 

kapalı olduğu görülür. 

(2) ⇒ (3) Her Y ∈ σ∗ için clσ∗(Y) kümesi bipolar bulanık kapalı küme olduğundan  

f −1(clσ∗(Y)) kümesi τ da bipolar bulanık supra kapalıdır. Buradan da,  

f −1(clσ∗(Y)) = clτ (f −1(clσ∗(Y))) ⊇⏞

Y⊆clσ∗(Y)

clτ(f −1(Y)) 

olup clτ(f −1(Y)) ⊆ f −1(clσ∗(Y)) elde edilir. 

(3) ⇒ (4) f(X) = Y olsun. O zaman clτ(f −1(Y)) ⊆ f −1(clσ∗(Y)) olup buradan da, 

f −1 (clσ∗(f(X))) ⊇ clτ (f −1(f(X))) ⊇ clσ(Y) 

ve 

clσ∗(f(X)) ⊇ f (f −1 (clσ∗(f(X)))) ⊇ f(clτ(X)) 

olup f(clτ(X)) ⊆ clσ∗(f(X))  dır.  

(4) ⇒ (2) Y, (V, σ∗) da bipolar bulanık kapalı küme ve X = f −1(Y) olsun. O zaman,  

f(clτ(X)) ⊆ clσ∗(f(X)) ⊆ clσ∗ (f(f −1(Y))) ⊆ clσ∗(Y) = Y 

ve  
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clτ(X) ⊆ f −1 (f(clτ(X))) ⊆ f −1(Y) = X 

dir. Bir bipolar bulanık supra kümenin bipolar bulanık supra kapanışı her zaman kümeyi 

kapsadığından dolayı clτ(X) = X olup X bipolar bulanık supra kapalı bir küme dolayısıyla 

f −1(Y), U da bipolar bulanık supra kapalı kümedir. 

(2) ⇒ (1) Y, V de bipolar bulanık açık küme olsun. O zaman 1bp − Y kümesi bipolar 

bulanık kapalı kümedir. O zaman f −1(1bp − Y) = 1bp − f −1(Y), U de bipolar bulanık 

supra kapalı küme olup f −1(Y), U de bipolar bulanık supra açık kümedir. Bu durumda f, 

S∗ bipolar bulanık supra süreklidir. 

(1) ⇒ (5) Y ∈ σ∗ olsun. O zaman f, S∗ bipolar bulanık supra sürekli olduğundan  

f −1(intσ∗(Y)) ∈ τ dir. Fakat f −1(intσ∗(Y)) bipolar bulanık supra açık küme olduğundan 

bipolar bulanık supra içi kendisine eşittir, yani f −1(intσ∗(Y)) = intτ (f −1(intσ∗(Y))) dir. 

intσ∗(Y) ⊆ Y olduğundan; 

f −1(intσ∗(Y)) = intτ (f −1(intσ∗(Y))) ⊆ intτ(f −1(Y)) 

olup f −1(intσ∗(Y)) ⊆ intτ(f −1(Y)) dir. 

(5) ⇒ (1)  Y ∈ σ∗ olsun. Bu taktirde f −1(intσ∗(Y)) = f −1(Y) ⊆ intτ(f −1(Y)) dir. Bu 

durumda f −1(Y) = intτ(f −1(Y)) ∈ τ olup f, S∗ bipolar bulanık supra süreklidir. 

Teorem 5.5: (U, τ∗) ve (V, σ∗) iki bipolar bulanık topolojik uzay, τ∗ ⊂ τ ve σ∗ ⊂ σ olsun. 

Bu taktirde f: (U, τ∗) ⟶ (V, σ∗) fonksiyonu için aşağıdakiler denktir. 

(1) f: (U, τ) ⟶ (V, σ) fonksiyonu bipolar bulanık supra süreklidir. 

(2) (V, σ) daki her bipolar bulanık supra kapalı kümenin f altındaki ters görüntüsü (U, τ)  

da bipolar bulanık supra kapalıdır. 

(3) V deki her Y bipolar bulanık kümesi için; 

clτ(f −1(Y)) ⊆ f −1(clσ(Y)) ⊆ f −1(clσ∗(Y)). 
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(4) U daki her X bipolar bulanık kümesi için 

f(clτ(X)) ⊆ clσ(f(X)) ⊆ clσ∗(f(X)). 

(5) V deki her Y bipolar bulanık kümesi için; 

intτ(f −1(Y)) ⊇ f −1(intσ(Y)) ⊇ f −1(intσ∗(Y)). 

İspat:  

(1) ⇒ (2) f: (U, τ) ⟶ (V, σ) fonksiyonu bipolar bulanık supra sürekli olsun. Yc  ∈ σ 

alalım. Bu taktirde f −1(Yc) = f −1(1bp − Y) = 1bp − f −1(Y) ∈ τ olur. Buradan  f −1(Y), 

(U, τ) da bipolar bulanık supra kapalı olduğu görülür. 

(2) ⇒ (3) {Y ⊂ K|Kc ∈ σ∗ ⊂ σ} ⊂ {Y ⊂ L |Lc ∈ σ}  olup,  

clσ(Y) = ⋂{Y ⊂ K|Kc ∈ σ} ⊂ ⋂{Y ⊂ L |Lc ∈ σ∗} = clσ∗(Y) 

dir. Buradan clσ(Y) ⊂ clσ∗(Y) ve f −1(clσ(Y)) ⊆ f −1(clσ∗(Y)) elde edilir. Diğer taraftan 

clσ(Y) bipolar bulanık supra kapalı küme olduğundan f −1(clσ(Y)) de τ da bipolar bulanık 

supra kapalıdır. Bu taktirde; 

f −1(clσ(Y)) = clτ (f −1(clσ(Y))) ⊃⏞
Y⊆clσ(Y)

 clτ(f −1(Y))  

Olup clτ(f −1(Y)) ⊆ f −1(clσ(Y)) dir. Sonuçta, 

clτ(f −1(Y)) ⊆ f −1(clσ(Y)) ⊆ f −1(clσ∗(Y))  

elde edilir. 

(3) ⇒ (4) f(X) = Y olsun. clσ(f(X)) ⊆ clσ∗(f(X)) olduğunu biliyoruz.  

clσ(Y) ⊆ clτ (f −1(f(X))) ⊆ f −1 (clσ(f(X))) 

ve 
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f(clτ(X)) ⊆ f (f −1 (clσ(f(X)))) ⊆ clσ(f(X)) 

olup f(clτ(X)) ⊆ clσ(f(X)) ⊆ clσ∗(f(X)) sağlanır.  

(4) ⇒ (2) Y, (V, σ) da bipolar bulanık kapalı küme ve X = f −1(Y) olsun. O zaman,  

f(clτ(X)) ⊆ clσ(f(X)) ⊆ clσ (f(f −1(Y))) ⊆ clσ(Y) = Y 

ve  

clτ(X) ⊆ f −1 (f(clτ(X))) ⊆ f −1(Y) = X 

dir. Bir bipolar bulanık supra kümenin bipolar bulanık supra kapanışı her zaman kümeyi 

kapsadığından dolayı clτ(X) = X olup X bipolar bulanık supra kapalı bir küme dolayısıyla 

f −1(Y), U da bipolar bulanık supra kapalı kümedir. 

(2) ⇒ (1) Y, V de bipolar bulanık supra açık küme olsun. O zaman 1bp − Y kümesi bipolar 

bulanık supra kapalı kümedir. O zaman f −1(1bp − Y) = 1bp − f −1(Y), X de bipolar 

bulanık supra kapalı küme olup f −1(Y), U da bipolar bulanık supra açık kümedir. Bu 

durumda f, bipolar bulanık supra süreklidir. 

(1) ⇒ (5) Y ∈ σ olsun. O zaman f, bipolar bulanık supra sürekli olduğundan  f −1(intσ(Y)) 

∈ τ dir. Fakat f −1(intσ(Y)) bipolar bulanık supra açık küme olduğunudan bipolar bulanık 

supra içi kendisine eşittir, yani; 

f −1(intσ(Y)) = intτ (f −1(intσ(Y)))   

dir. intσ(Y) ⊆ Y olduğundan; 

f −1(intσ(Y)) = intτ (f −1(intσ(Y))) ⊆ intτ(f −1(Y)) 

olup f −1(intσ(Y)) ⊆ intτ(f −1(Y)) dir. Diğer taraftan,  

intσ∗(Y) = ⋃ {O ⊂ Y |O ∈ σ∗} ⊆ ⋃ {O ⊂ Y|O ∈ σ∗ ⊂ σ} = intσ(Y) 
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olduğundan f −1(intσ∗(Y)) ⊆ f −1(intσ(Y)) dir. Sonuç olarak,   

intτ(f −1(Y)) ⊇ f −1(intσ(Y)) ⊇ f −1(intσ∗(Y)) 

sağlanır. 

(5) ⇒ (1) Y ∈ σ olsun. O zaman f −1(intσ(Y)) = f −1(Y) ⊆ intτ(f −1(Y)) dir. Bu taktirde 

f −1(Y) = intτ(f −1(Y)) ∈ τ olup f, bipolar bulanık supra süreklidir. 

Teorem 5.6: f: (U, τ) ⟶ (V, σ) bir bipolar bulanık supra sürekli fonksiyon ve g: (V, σ) ⟶ 

(W, δ) bir S∗ bipolar bulanık supra sürekli fonksiyon olsun. Bu taktirde gof : (U, τ) ⟶ 

(W, δ), S∗ bipolar bulanık supra süreklidir. 

İspat: Z ∈ δ∗ ⊂ δ alalım. G, S∗ bipolar bulanık sürekli olduğundan g−1(Z) ∈ σ dır. f  

bipolar bulanık supra sürekli olduğundan f −1(g−1(Z)) = (gof)−1(Z) ∈ τ olup gof : (U, τ) 

⟶ (Z, δ) bipolar bulanık supra süreklidir.  

Teorem 5.7: f: (U, τ) ⟶ (V, σ) ve g: (V, σ) ⟶ (W, δ) birer bipolar bulanık supra sürekli 

(bipolar bulanık supra açık) fonksiyon olsun. Bu taktirde gof: (U, τ) ⟶ (W, δ) bipolar 

bulanık supra süreklidir (bipolar bulanık supra açıktır). 

İspat: Z ∈ δ alalım. g bipolar bulanık sürekli olduğundan, g−1(Z) ∈ σ dır. f bipolar bulanık 

supra sürekli olduğundan f −1(g−1(Z)) = (gof)−1(Z) ∈ τ olup gof : (X, τ) ⟶ (Z, δ)  

bipolar bulanık supra süreklidir. 

Teorem 5.8: f: (U, τ) ⟶ (V, σ) ve g: (U, σ) ⟶ (W, δ) birer S∗ bipolar bulanık supra 

sürekli fonksiyon olsun. Bu taktirde gof: (U, τ) ⟶ (W, δ) bileşke fonksiyonu bipolar 

bulanık supra süreklidir. 

İspat: f ve g birer S∗ bipolar bulanık supra sürekli fonksiyon olduklarından aslında bipolar 

bulanık supra sürekli fonksiyonlardır. Bu taktirde Teorem 4.8 gereği g∘f : (X, τ) ⟶ (Z, δ) 

bileşke fonksiyonu bipolar bulanık supra süreklidir. 
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Uyarı 5.9: 

(a) f: (U, τ) ⟶ (V, σ) ve g: (V, σ) ⟶ (W, δ) birer S∗ bipolar bulanık supra sürekli 

fonksiyon olsun. Bu taktirde gof: (U, τ) ⟶ (W, δ) bileşke fonksiyonu S∗ bipolar bulanık 

supra sürekli olmak zorunda değildir. Örneğin aşağıdaki diyagramı ve tabloları ele alırsak   

Tablo 5.1. U kümesi üzerindeki bipolar bulanık ve bipolar bulanık supra topolojiler 

 

 

 

 

 

 

Tablo 5.2. V kümesi üzerindeki bipolar bulanık ve bipolar bulanık supra topolojiler 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

U = {u1, v1} 

τ∗ = {0bp, 1bp, X1
∗ } 

X1
∗
 = {〈u1, 0.5, −0.4〉, 〈v1, 0.6, −0.7〉} 

τ = {0bp, 1bp, X1, Y1} 

X1 = {〈u1, 1, −0.5〉, 〈v1, 0.7, −1〉} 

Y1 = {〈u1, 0.5, −0.4〉, 〈v1, 0.6, −0.7〉} 

V = {u2, v2} 

σ∗ = {0bp, 1bp, X2
∗} 

X2
∗={〈u2, 0.2, −0.3〉, 〈v2, 0.3, −0.6〉} 

σ = {0bp, 1bp, X2, Y2} 

X2 = {〈u2, 0.2, −0.3〉, 〈v2, 0.3, −0.6〉} 

Y2 = {〈u2, 1, −0.4〉, 〈v2, 0.5, −1〉} 
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Tablo 5.3. W kümesi üzerindeki bipolar bulanık ve bipolar bulanık supra topolojiler 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 5.1. gof bileşke fonksiyonunun diyagramı 

ve f(u1) = u2, f(v1) = v2, g(u2) = u3, g(v2) = v3 olarak tanımlandığında  

(gof)−1(X3
∗) = {(μX3

∗
+ (gof)(u1), μX3

∗
− (gof)(u1)) , (μX3

∗
+ (gof)(v1), μX3

∗
− (gof)(v1))} 

                        = {(μX3
∗

+ (u3), μX3
∗

− (u3)) , (μX3
∗

+ (v3), μX3
∗

− (v3))} 

                        = {(0.4, −0.5), (0.2, −0.8)} ∉ τ 

olduğu görülür. 

(b) Verilen örnekte g bipolar bulanık supra sürekli olarak tanımlanırsa gof bileşke 

fonksiyonu bipolar bulanık supra sürekli olmayabilir. 

W = {u3 , v3} 

δ∗ = {0bp , 1bp, X3
∗} 

X3
∗
 = {〈u3, 0.4, −0.5〉, 〈v3, 0.2, −0.8〉} 

δ = {0bp , 1bp, X3, Y3} 

X3 = {〈u3, 0.5, −1〉, 〈v3, 1, −0.9〉} 

Y3 = {〈u3, 1, −0.6〉, 〈v3, 0.3, −1〉} 
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Tanım 5.10: (U, τ) ve (V, σ) iki bipolar bulanık supra topolojik uzay ve X ∈ BPF(U), Y 

∈ BPF(V) olsun. Bu taktirde X ve Y bipolar bulanık kümelerin çarpımı U × V üzerinde 

bir bipolar bulanık küme olup, 

X × Y = {〈(u, v), (μX
+(u) ∧ μY

+(v)), (μX
−(u) ∨ μY

−(v))〉: (u, v) ∈ U × V}                        (5.1) 

biçiminde tanımlanır. U × V çarpım kümesi üzerinde bir bipolar bulanık supra topoloji 

tanımlayabiliriz. U × V çarpım kümesi üzerindeki bipolar bulanık supra topoloji 

aşağıdaki izdüşüm fonksiyonlarını sürekli kılan en kaba bipolar bulanık supra topoloji 

olarak tanımlanır. 

p1: U × V ⟶ U, p1(u, v) = u  ve  p2: U × V ⟶ V, p2(u, v) = v  

Bu izdüşüm fonksiyonları G ∈ τ için; 

p1
−1(μG

+)(u, v) = μG
+(p1(u, v)) = μG

+(u) ve 

p1
−1(μG

−)(u, v) = μG
−(p1(u, v)) = μG

−(u) 

olup 

p1
−1(G) = {〈(u, v), μG

+(u), μG
−(u)〉} = G × 1bpV

 

dir. Aynı şekilde her H ∈ σ için 

p2
−1(H) = {〈(u, v), μH

+(u), μH
−(v)〉} = 1bpU

× H 

Böylelikle 

{G × 1bpV
|G ∈ τ} ⋃ {1bpU

× H|H ∈ σ}  

kümesi, U × V üzerinde tanımlanmış δ çarpım topolojisi için bir tabandır τ ve σ iki bipolar 

bulanık supra topoloji olduğundan {G × 1bpV
|G ∈ τ} ve {1bpU

× H|H ∈ σ} aileleri keyfi 

birleşim özelliğine sahiptir. Bu taktirde δ topolojisi 

δ = {(G × 1bpV
) ⋃ (1bpU

× H) |G ∈ τ, H ∈ σ } şeklindedir. 



 

32 

 

6. BİPOLAR BULANIK SUPRA TOPOLOJİK UZAYLARDA KOMŞULUK 

YAPILARI 

6.1. Bipolar Bulanık Supra Komşuluk  

Tanım 6.1.1: (U, τ) bir bipolar bulanık supra topolojik uzay, u(α,β) ∈ BPFP(U) ve X ∈ 

BPF(U) olsun. Bu taktirde u(α,β) ∈ Y ⊆ X olacak şekilde bir Y ∈ τ varsa X’e, u(α,β) bipolar 

bulanık noktasının bipolar bulanık supra komşuluğu denir. u(α,β) bipolar bulanık 

noktasının tüm bipolar bulanık supra komşuluklarının ailesi bipolar bulanık supra 

komşuluk sistemi olarak adlandırılır ve Nτ(u(α,β)) ile gösterilir. 

Örnek 6.1.2: U = {u, v} olmak üzere;  

τ = {0bp, 1bp, X, Y, Z} 

ve 

X = {〈u, 0.5, −0.5〉, 〈v, 0.7, −0.3〉}, 

Y = {〈u, 0.6, −0.8〉, 〈v, 0.9, −0.7〉}, 

Z = {〈u, 0.3, −0.4〉, 〈v, 0.4, −0.1〉} 

olsun. Her bipolar bulanık nokta özel bir bipolar bulanık küme ifade ettiğinden aşağıdaki 

iki bipolar bulanık kümeyi iki bipolar bulanık nokta olarak ele alabiliriz.   

u(α,β) = {〈u, 0.8, −0.6〉} ve u(γ,θ) = {〈u, 0.4, −0.45〉} 

olarak ele alalım. Bu taktirde,  

u(α,β) ∈ Y ⊆ 1bp ve u(γ,θ) ∈ X ⊆ Y olup 1bp ∈ Nτ(u(α,β)) ve Y ∈ Nτ(u(γ,θ)) sağlanır. 

Örnek 6.1.3: τ = {0bp, 1bp, X, Y} ve U = [0, π] olsun. Burada her u ∈ U için 

 X = {〈u, μX
+(u), μX

−(u)〉|u ∈ U} ve Y = {〈u, μY
+(u), μY

−(u)〉|u ∈ U}  

olmak üzere üyelik fonksiyonları, 



 

33 

 

Tablo 6.1. τ üzerindeki açık kümelerin pozitif üyelik dereceleri 

 

 

 

olarak verilsin. Bu fonksiyonların verilen aralıktaki grafikleri yardımıyla da  

 

Şekil 6.1. τ üzerindeki açık kümelerin pozitif üyelik dereceleri 

 

Şekil 6.2. τ üzerindeki açık kümelerin negatif üyelik dereceleri 

μX
+(u) = 

sin u

2
 μX

−(u) = −
sin u

2
 

μY
+(u) = cos(u −

π

2
) μY

−(u) = 
1

3
(u −

π

2
)

2

− 0.9 
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X ⊆ Y olduğu görülebilir. Verilen τ ailesinin bipolar bulanık supra topoloji olduğu 

böylece açıktır. Bu taktirde u = π 2⁄  için, 

 Tablo 6.2. X ve Y kümelerinin π/2 noktasındaki üyelik dereceleri  

 

 

olup (π
2⁄ )

(0.4,−0.2)
 ∈ X, Y dir. Aynı zamanda (π

2⁄ )
(0.4,−0.2)

 ∈ X ⊆ Y ve X ∈ τ olduğundan 

Y ∈ Nτ ((π
2⁄ )

(0.4,−0.2)
) elde edilir. 

Teorem 6.1.4: (U. τ) bir bipolar bulanık supra topolojik uzay ve X ∈ BPF(U) olsun. Bu 

taktirde X, bir bipolar bulanık supra açık kümedir ancak ve ancak X içerdiği her bipolar 

bulanık noktanın bipolar bulanık supra komşuluğudur. 

İspat: X bir bipolar bulanık supra açık küme ve u(α,β) ∈ X olsun. Bu taktirde Y = X olarak 

alırsak u(α,β) ∈ X ⊆ X sağlandığından X, u(α,β)’nın bipolar bulanık supra komşuluğu olur.  

Tersine X, içerdiği bütün bipolar bulanık noktaların bir bipolar bulanık supra komşuluğu 

olsun. Bu taktirde her u(α,β) ∈ X için u(α,β) ∈ Yj ⊆ X olacak şekilde bir Yj ∈ τ vardır. Z = 

⋃ Yjj∈J  olarak alalım. Bipolar bulanık supra topolojik uzayın tanımından Z bipolar bulanık 

supra açık kümedir. Her j ∈ J için Yj ⊆ X olduğundan Z ⊆ X dir. Diğer taraftan X in her 

bipolar bulanık noktası Yj ye ait olduğundan aynı zamanda Z ye de ait olup X ⊆ Z dir. 

Sonuç olarak X = Z elde ederiz ki bu da X in bipolar bulanık supra açık küme olduğunu 

söyler. 

Teorem 6.1.5: (U. τ) bir bipolar bulanık supra topolojik uzay,  X, Y ∈ BPF(U) ve u(α,β), 

∈ BPFP(U) olsun. Bu taktirde Nτ(u(α,β)) ailesi aşağıdaki özelliklere sahiptir. 

1. Her u(α,β) için Nτ(u(α,β)) ≠ ∅. 

2. X ∈ Nτ(u(α,β)) ise u(α,β) ∈ X. 

μX
+(π

2⁄ ) = 0.5 ≥ 0.4 μX
−(π

2⁄ ) = −0.5 ≤ −0.2 

μY
+(π

2⁄ ) = 1 ≥ 0.4 μY
−(π

2⁄ ) = −0.9 ≤ −0.2 
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3. X ⊆ Y ve X ∈ Nτ(u(α,β)) ise Y ∈ Nτ(u(α,β)). 

4. X ∈ Nτ(u(α,β)) olsun. Bu taktirde öyle bir Y ∈ Nτ(u(α,β)) vardır ki her v(γ,θ) ∈ Y için Y 

⊆ X ve Y ∈ Nτ(v(γ,θ)) dir. 

İspat: 

1. u(α,β) ∈ 1bp olsun. 1bp bipolar bulanık supra açık küme olduğundan içerdiği her bipolar 

bulanık noktanın bipolar bulanık supra komşuluğu olup Nτ(u(α,β)) ≠ ∅. 

2. X ∈ Nτ(u(α,β)) olsun. Bu taktirde u(α,β) ∈ Y ⊆ X olacak şekilde bir Y ∈ τ vardır. Buna 

göre u(α,β) ∈ X dir. 

3. X ⊆ Y ve X ∈ Nτ(u(α,β)) olsun. Bu taktirde u(α,β) ∈ Z ⊆ X olacak şekilde bir Z ∈ τ 

vardır. X ⊆ Y olduğundan u(α,β) ∈ Z ⊆ X ⊆ Y olduğu görülür. Buna göre Y ∈ Nτ(u(α,β)) 

dir. 

4. X ∈ Nτ(u(α,β)) keyfi verilsin. Bu taktirde u(α,β) ∈ Y ⊆ X olacak şekilde bir Y ∈ τ vardır. 

Ayrıca Y ∈ τ olduğundan Teorem 6.1.4 gereği her v(γ,θ) ∈ Y için Y ∈ Nτ(v(γ,θ)) sağlanır. 

Teorem 6.1.4 ve Teorem 6.1.5 teoremlerini ispatladıktan sonra bipolar bulanık supra 

komşulukların aileleri yardımıyla bipolar bulanık supra topoloji üretilmesi hususunu ele 

alacağız. 

Teorem 6.1.6: N(u(α,β)) ailesini, u(α,β) bipolar bulanık noktasının Teorem 6.1.5’deki 

özellikleri haiz bir aile olarak ele alalım. Bu taktirde N(u(α,β)) ailesi U kümesi üzerinde 

bir tek τ bipolar bulanık supra topolojisi belirler öyle ki, Nτ(u(α,β)) = N(u(α,β)). 

İspat: τ = {X |X ∈ N(u(α,β)) ve u(α,β) ∈ X} olduğunu kabul edelim. Öncelikle τ’nun U 

üzerinde bir bipolar bulanık supra topoloji olduğunu gösterelim. 

0bp hiçbir bipolar bulanık nokta içermediğinden 0bp ∈ τ olduğu açıktır. Ayrıca U 

üzerinde tanımlı bütün bipolar bulanık noktaların komşuluğu olan bir bipolar bulanık 

supra komşuluk kümesi mevcuttur ki bu da 1bp olup 1bp ∈ τ.  
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{Xj|j ∈ J} ⊆ τ ve X = ⋃ Xjj∈J  olsun. Eğer ∃ j ∈ J için u(α,β) ∈ Xj ise Teorem 2.2.5 (2) 

gereği u(α,β) ∈ ⋃ Xjj∈J  dir. Xj ∈ N(u(α,β)) ve Xj ⊆ X olduğundan X = ⋃ Xjj∈J  ∈ N(u(α,β)) 

ve buradan ⋃ Xjj∈J  ∈ τ elde edilir. 

İspatın geri kalan kısmı için τ’nun bir ve yalnız bir bipolar bulanık supra komşuluk 

tarafından üretildiğini yani N(u(α,β)) = Nτ(u(α,β)) olduğunu göstermeliyiz. 

Keyfi X ∈ Nτ(u(α,β)) için u(α,β) ∈ Y ⊆ X olacak şekilde bir Y ∈ τ vardır. u(α,β) ∈ Y ve Y 

∈ τ olduğundan Teorem 6.1.4 gereği Y ∈ N(u(α,β)) dir. Buradan Teorem 6.1.5.(3)’e göre 

X ∈ N(u(α,β)) olup Nτ(u(α,β)) ⊆ N(u(α,β)) elde ederiz. 

Tersi için ise X ∈ N(u(α,β)) keyfi verilsin. Bu taktirde Teorem 6.1.5.(4) gereği öyle bir Y 

∈ N(u(α,β)) vardır ki her v(γ,θ) ∈ Y için Y ⊆ X ve Y ∈ N(v(γ,θ)) sağlanır. Her v(γ,θ) ∈ Y 

için Y ∈ N(v(γ,θ)) olduğundan Teorem 6.1.4 gereği Y ∈ τ dur. O halde Y bipolar bulanık 

supra açık kümesi u(α,β) noktasının bir komşuluğudur yani Y ∈ Nτ(u(α,β)) sağlanır. Y ⊆ 

X olduğundan Teorem 6.1.5.(3) gereği X ∈ Nτ(u(α,β)) olup N(u(α,β)) ⊆ Nτ(u(α,β)) elde 

edilir. Sonuç olarak N(u(α,β)) = Nτ(u(α,β)) dir ve ispat tamamlanır. 

Teorem 6.1.7: (U. τ) ve (V. σ) iki bipolar bulanık supra topolojik uzay,  u(α,β) ∈ BPFP(U) 

ve f: (X, τ) ⟶ (Y, σ) bir fonksiyon olsun. Bu taktirde aşağıdakiler denktir. 

1. f bipolar bulanık supra sürekli fonksiyondur. 

2. Her Y ∈ Nσ (f(u(α,β))) için f −1(Y) ∈ Nτ(u(α,β)). 

3. Her u(α,β) ∈ BPFP(U) ve Y ∈ Nσ (f(u(α,β))) için f(X) ⊆ Y olacak şekilde bir X ∈ 

Nτ(u(α,β)) vardır. 

İspat: 

(1⇒2) Öncelikle f: (X, τ) ⟶ (Y, σ) fonksiyonunun bipolar bulanık supra sürekli olduğunu 

kabul edelim ve u(α,β) ∈ BPFP(U) olsun. Y ∈ Nσ (f(u(α,β))) alalım, buna göre f(u(α,β)) 

∈ BPFP(F) ve F ⊆ Y olacak şekilde bir F ∈ σ vardır. f bipolar bulanık supra sürekli 
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olduğundan f −1(F) ∈ τ olup u(α,β) ∈ f −1(F) ve f −1(F) ⊂ f −1(Y) dir. Böylece f −1(Y) ∈ 

Nτ(u(α,β)) sağlanır. 

(2⇒3) Y ∈ Nσ (f(u(α,β))) alalım. Hipotezden f −1(Y) ∈ Nτ(u(α,β)) dir. X = f −1(Y) olarak 

seçersek f(X) = f(f −1(Y)) ⊆ Y olduğu görülür. 

(3⇒1) Bu önermeyi ispatlamak için her Y ∈ σ için f −1(Y) ∈ τ olduğunu göstereceğiz. 

u(α,β) ∈ f −1(Y) olarak alırsak f(u(α,β)) ∈ Y dir ve böylece Y ∈ σ için Y ∈ Nσ (f(u(α,β))). 

Hipotezden f(X) ⊆ Y olacak şekilde bir X ∈ Nτ(u(α,β)) vardır. Buna göre X ⊂ f −1(f(X)) 

⊂ f −1(Y) dir. Nihayet her X ∈ Nτ(u(α,β)) için X ⊂ f −1(Y) olup böylelikle f −1(Y) ∈ τ dur. 

6.2. Bipolar Bulanık Supra Q-Komşuluk 

q-Çakışımsılık ve Q-komşuluk kavramı ilk olarak Ming (Ming ve diğ., 1980) tarafından 

tanımlanmıştır. Bu bölümde bu tanım bipolar bulanık kümelere genişletilip bu sayede 

bipolar bulanık topolojik uzaylar için Q-komşuluk yapısı incelenecektir. 

Tanım 6.2.1:  

1. X, Y ∈ BPF(U) olsun. Bu taktirde X ile Y q-çakışımsıdır denir ancak ve ancak en az bir 

u ∈ U için, 

μX
+(u) + μY

+(u) > 1 ve μX
−(u) + μY

−(u) < −1 

eşitsizlikleri sağlanır. Bu durum XqY ile gösterilir. 

2. u(α,β) ∈ BPFP(U) bipolar bulanık noktası X bipolar bulanık kümesi ile q-çakışımsıdır 

denir ancak ve ancak.  

α + μX
+(u) > 1 ve β + μX

−(u) < −1 

eşitsizlikleri sağlanır. Bu durum u(α,β)qX ile gösterilir, aksi hal ise u(α,β)q̅X ile ifade edilir. 

Örnek 6.2.2: U = {u, v} ve 

X = {〈u, 0.9, −0.8〉, 〈v, 0.8, −0.7〉}, 
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Y = {〈v, 0.2, −0.3〉, 〈v, 0.3, −0.4〉}, 

olsun. Her u ∈ U için, μX
+(u) + μY

+(u) > 1 ve μX
−(u) + μY

−(u) < −1 olup XqY. 

Önerme 6.2.3: X, Y ∈ BPF(U) ve u ∈ U olsun. Bu taktirde aşağıdakiler sağlanır. 

1. u(α,β)q̅0bp. 

2. u(α,β)q1bp. 

3. XqY = YqX. 

4. u(α,β) ∈ X ⟺ u(α,β)q̅Xc. 

5. u(α,β)qX ⟺ u(α,β) ∉ Xc. 

6. X ⊆ Y ⟺ Xq̅Yc. 

7. XqY ⇒ X ⋂ Y ≠ 0bp. 

8. Xq̅Xc. 

9. XqY ⟺ u(α,β)qY olacak şekilde bir u(α,β) ∈ X vardır. 

10. u(α,β) ∈ Xc ⟺ Her u(α,β) için u(α,β)q̅X dir. 

11. X ⊆ Y ⇒ u(α,β)qX için u(α,β)qY sağlanır. 

İspat: 

1., 2. ve 3 tanımdan açıktır. 

4. u(α,β) ∈ X ⟺ μX
+(u) ≥ α ve μX

−(u) ≤ β 

                     ⟺ μ(Xc)c
+ (u) ≮ α ve μ(Xc)c

− (u) ≯ β 

                     ⟺ u(α,β)q̅Xc.  

5. u(α,β)qX ⟺ α + μX
+(u) > 1 ve β + μX

−(u) < −1 
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                  ⟺ α > 1 − μX
+(u) ve β < −1 − μX

−(u) 

                  ⟺ u(α,β) ∉ Xc. 

6. X ⊆ Y olsun. Buna göre her u ∈ U için μX
+(u) ≤ μY

+(u) ve μX
−(u) ≥ μY

−(u) dir. Buradan,  

μX
+(u) + μ

YC
+ (u) = μX

+(u) + 1 − μY
+(u)  

                           ≤ μY
+(u) + 1 − μY

+(u)  

                           = 1 

olup μX
+(u) + μ

YC
+ (u) ≤ 1 dir. Ayrıca, 

μX
−(u) + μYc

− (u) = μX
−(u) − 1 − μY

−(u)  

                           ≥ μY
−(u) − 1 − μY

−(u)  

                           = −1 

olup μX
−(u) + μ

YC
− (u) ≥ −1 dir. 

Son eşitsizliklere göre Xq̅Yc elde edilir. İspatın tersi de aynı şekilde kolayca gösterilebilir. 

7.  XqY ⇒ μX
+(u) + μY

+(u) > 1 ve μX
−(u) + μY

−(u) < −1 

             ⇒ μX
+(u), μY

+(u) ≠ 0 ve μX
−(u), μY

−(u) ≠ 0 

             ⇒ μX
+(u) ⋀ μY

+(u) ≠ 0 ve μX
−(u) ∨ μY

−(u) ≠ 0 

             ⇒ X ⋂ Y ≠ 0bp. 

8. μX
+(u) + μXc

+ (u) = μX
+(u) + 1 − μX

+(u) = 1 ve 

    μX
−(u) + μXc

− (u) = μX
−(u) − 1 − μX

−(u) = − 1.  

olup Xq̅Xc dir. 
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9. XqY ve u(α,β) ∈ X olsun. Bu taktirde μX
+(u) + μY

+(u) > 1 ve μX
−(u) + μY

−(u) < −1 

sağlanır. 

α = μX
+(u) ve β = μX

−(u) olarak alınırsa istenen elde edilir. Böylelikle u(α,β)qY dir. 

Tersine u(α,β) ∈ X ve u(α,β)qY olduğunu kabul edelim. u(α,β) ∈ X olduğundan α ≤ μX
+(u) 

ve β ≥ μX
−(u) dir. Böylelikle  

μX
+(u) + μY

+(u) ≥ α + μY
+(u) > 1 ve μX

−(u) + μY
−(u) ≤ β + μY

−(u) < −1 

olup XqY dir. 

10. u(α,β) ∈ Xc ⟺ α ≤ μXc
+ (u) ve β ≥  μ

XC
− (u) 

                        ⟺ α ≤ 1 − μX
+(u) ve β ≥  −1 − μX

−(u) 

                        ⟺ α + μX
+(u) ≤ 1 ve β + μX

−(u) ≥ −1 

                        ⟺ u(α,β)q̅X  

11. X ⊆ Y ve u(α,β)qX olsun. Buna göre α + μX
+(u) > 1 ve β + μX

−(u) < −1 dir. X ⊆ Y 

olduğundan 

α + μY
+(u) ≥ α + μX

+(u) > 1 ve β + μY
−(u) ≤ β + μX

−(u) < −1 

eşitsizlikleri sağlandığından u(α,β)qY dir. 

Önerme 6.2.4:  Her j ∈ J için Xj ∈ BPF(U) olsun. Bu taktirde 

1. u(α,β)q(⋂ Xjj∈J ) ⟺ her j ∈ J için u(α,β)q(Xj) dir. 

2. u(α,β)q(⋃ Xjj∈J ) ⟺ ∃ j ∈ J öyle ki u(α,β)qXj. 

İspat:  

1. u(α,β)q(⋂ Xjj∈J ) olsun. O halde α + ⋀ μXj

+
j∈J (u) > 1 ve β + ⋁ μXj

+ (u)j∈J  < −1 

eşitsizlikleri sağlanır. Her j ∈ J için μXj

+ (u) ≥ ⋀ μXj

+
j∈J (u) ve μXj

− (u) ≤ ⋁ μXj

+ (u)j∈J  
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olduğundan  

α + μXj

+ (u) ≥ α +  ⋀ μXj

+
j∈J (u) > 1 olup α + μXj

+ (u) > 1 

ve 

β + μXj

− (u) ≤ β + ⋁ μXj

− (u)j∈J  < −1 olup β + μXj

− (u) < −1 

dir. Böylelikle her j ∈ J için u(α,β)q(Xj) dir. Tersine, 

u(α,β)q(Xj), ∀ j ∈ J ⇒ α + μXj

+ (u) > 1 ve β + μXj

− (u) < −1, ∀ j ∈ J 

                                   ⇒ α + ⋀ μXj

+ (u)j∈J  > 1 ve β + ⋁ μXj

− (u)j∈J  < −1 

                                   ⇒ u(α,β)q(⋂ Xjj∈J ) 

2. u(α,β)q(⋃ Xjj∈J ) ⟺ u(α,β) ∉ (⋃ Xjj∈J )
c
 

                              ⟺ u(α,β) ∉ ⋂ (Xj)
c

j∈J  

                              ⟺ u(α,β) ∉ (Xj)
c
, ∃ j ∈ J  

                              ⟺ u(α,β)qXj, ∃ j ∈ J 

Tanım 6.2.5: (U, τ) bipolar bulanık supra topolojik uzay, u(α,β) ∈ BPFP(U) ve X ∈ 

BPF(U) olsun. Bu taktirde X’e, u(α,β) bipolar bulanık noktasının Q komşuluğu denir ∶⇔ 

u(α,β)qY ve Y ⊆ X olacak şekilde bir Y ∈ τ vardır. u(α,β) bipolar bulanık noktasının tüm Q 

komşuluklarının ailesi Qτ(u(α,β)) ile gösterilir. 

Örnek 6.2.6: U = {u, v} ve τ = {0bp, 1bp, X} olarak alalım. Burada; 

X = {〈u, 1, −0.6〉, 〈v, 0.7, −1〉}  

dir. Şimdi U üzerinde. 

u(α,β) = {〈u, 0.4, −0.5〉}  
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şeklinde tanımlanan bipolar bulanık noktasını alalım. Buna göre u(α,β)qX ve X ⊆ 1bp olup 

1bp ∈ Qτ(u(α,β)) dır. 

Uyarı 6.2.7: Bir bipolar bulanık noktanın q-komşuluğu noktayı içermeyebilir. Örneğin 

τ = {0bp, 1bp, X, Y} olarak alalım. Burada; 

X = {〈u, 0.7. −0.3〉, 〈v, 0.5, −0.4〉}, Y = {〈u, 0.6, −0.1〉, 〈v, 0.4, −0.1〉}  

olup τ’nun U üzerinde bir bipolar bulanık supra topoloji olduğu açıktır. Şimdi u(α,β) = 

{〈u, 0.5, −0.95〉} bipolar bulanık noktasını alalım. Bu taktirde u(α,β)qY ve Y ⊆ X dir ve 

böylece X ∈ Qτ(u(α,β)) elde edilir. Fakat, α = 0.5 < 0.7 = μX
+(u) ve β = −0.95 ≯ −0.3 

= μX
−(u) olup u(α,β) ∉ X dir. 

Teorem 6.2.8: (U. τ) bir bipolar bulanık supra topolojik uzay ve Qτ(u(α,β)), keyfi u(α,β) 

bipolar bulanık noktasının Q komşuluklarının ailesi olsun. Bu taktirde aşağıdakiler 

sağlanır. 

1. 1bp ∈ Qτ(u(α,β)) ve X ∈ Qτ(u(α,β)) ise u(α,β)qX dir. 

2. Y ⊆ X ve Y ∈ Qτ(u(α,β)) ise X ∈ Qτ(u(α,β)) dir. 

3. Keyfi X ∈ Qτ(u(α,β)) verilsin. Bu taktirde öyle bir Y ∈ Qτ(u(α,β)) vardır ki her v(γ,θ)qY 

için Y ⊆ X ve Y ∈ Qτ(v(γ,θ)) dir. 

İspat:  

1. 1bp ∈ Qτ(u(α,β)) olduğunu göstermek için keyfi u(α,β) ∈ BPFP(U) bipolar bulanık 

noktası için u(α,β)qY ve Y ⊆ 1bp olacak şekilde bir Y ∈ τ bulmalıyız. Y ∶= 1bp olarak 

alırsak sonucu elde ederiz. Tersine X ∈ Qτ(u(α,β)) olsun. Bu taktirde u(α,β)qY ve Y ⊆ X 

olacak şekilde bir Y ∈ τ vardır. Böylelikle  

α + μX
+(u) ≥ α + μY

+(u) > 1 ve β + μX
−(u) ≤ β + μY

−(u) < −1 

olup u(α,β)qX dir. 
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2. Y ⊆ X ve Y ∈ Qτ(u(α,β)) olsun. Bu taktirde u(α,β)qZ ve Z ⊆ Y olacak şekilde bir Z ∈ τ 

vardır. Y ⊆ X olduğundan Z ⊆ X ve böylelikle X ∈ Qτ(u(α,β)) dir. 

3. X ∈ Qτ(u(α,β)) olsun. Bu taktirde u(α,β)qY ve Y ⊆ X olacak şekilde bir Y ∈ τ vardır. Y 

∶= X olarak seçersek Y ∈ Qτ(u(α,β)) elde ederiz. Şu halde Y ⊆ X ve Y ∈ Qτ(u(α,β)) elde 

ederiz. Tekrardan Y ∈ τ olduğundan Y, q-çakışımsı olduğu her bipolar bulanık noktanın 

bir Q komşuluğudur. Şimdi v(γ,θ)qY olarak alırsak Y ∈ Qτ(v(γ,θ)) elde ederiz. 

Teorem 6.2.9: Q(u(α,β)), u(α,β) bipolar bulanık noktasının Teorem 6.2.8’deki şartları haiz 

bir aile olsun. Bu taktirde U üzerinde öyle bir τ bipolar bulanık supra topolojisi vardır ki 

Qτ(u(α,β)), u(α,β) noktasının τ topolojisine göre komşuluklarının ailesi olmak üzere 

Q(u(α,β)) ile Qτ(u(α,β)) aileleri çakışır. 

İspat: τ = {X|X ∈ Q(u(α,β)) ve u(α,β)qX} ⋃ {0bp} ailesini tanımlayalım. Öncelikle bu 

ailenin U üzerinde bir bipolar bulanık supra topoloji olduğunu göstermeliyiz. τ’nun 

tanımından 0bp ∈ τ ve Teorem 6.2.8’den 1bp ∈ τ olduğu görülür. {Xj|j ∈ J} ⊆ τ olsun. 

Öncelikle her j ∈ J için Xj ∈ τ olduğundan Xj ∈ Q(u(α,β)) ve u(α,β)q(Xj) dir. Bu taktirde 

her j ∈ J için Xj ∈ τ iken u(α,β)q(Xj) ve Xj ⊆ ⋃ Xjj∈J  sağlandığından ⋃ Xjj∈J  ∈ Qτ(u(α,β)) 

sağlanır. Ayrıca her j ∈ J ve u ∈ U için, 1 < α + μXj

+ (u) ≤ α + ⋁ μXj

+ (u)j∈J  ve −1 > β + 

μXj

− (u) ≥ β + ⋀ μXj

− (u)j∈J  sağlandığından u(α,β)q(⋃ Xjj∈J ) elde edilir. Şu halde ⋃ Xjj∈J  ∈ 

τ olur. Şimdi Q(u(α,β)) = Qτ(u(α,β)) olduğunu gösterelim. 

X ∈ Qτ(u(α,β)) verilsin. Bu taktirde u(α,β)qY ve Y ⊆ X olacak şekilde bir Y ∈ τ vardır. 

Teorem 6.2.8’e göre Y ∈ Q(u(α,β)) ve böylece Teorem 6.2.3. (10) gereği X ∈ Q(u(α,β)) 

olur. Sonuç olarak Qτ(u(α,β)) ⊆ Q(u(α,β)) elde edilir.  

Tersi için X ∈ Q(u(α,β)) alalım. Bu taktirde Teorem 6.2.8. (3) gereği öyle bir Y ∈ Q(u(α,β)) 

vardır ki her v(γ,θ)qY için Y ⊆ X ve Y ∈ Q(v(γ,θ)). Ayrıca Y ∈ Q(u(α,β)) olduğundan 

u(α,β)qY dir ve böylelikle Y ∈ τ olur. Sonuç olarak Y ∈ τ olup u(α,β)qY ve X ∈ Qτ(u(α,β)) 

dir. Bu ise Q(u(α,β)) ⊆ Qτ(u(α,β)) olduğunu ve dolayısıyla Q(u(α,β)) = Qτ(u(α,β)) 

eşitliğini elde ettiğimizi gösterir.  
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7. BİPOLAR BULANIK SUPRA TOPOLOJİK UZAYLARDA KOMPAKTLIK 

Bu kısımda bipolar bulanık supra açık örtüm ve bu sayede bipolar bulanık supra kompakt 

topolojik uzay tanımı verilerek temel bazı sonuçlar edilecek. Akabinde bu şekildeki 

uzaylar arasında tanımlanan sürekli dönüşümlerin yapısı incelenek. Daha sonra U × V 

gibi bir çarpım kümesi üzerinde izdüşüm fonksiyonları vasıtasıyla bipolar bulanık supra 

topoloji tanımlanacak, bu şekildeki çarpım uzayı için bir örtüm tanımlanacak ve son 

olarak kompaktlık yapısı incelenecektir. 

Tanım 7.1:  

1. (U, τ) bir bipolar bulanık supra topolojik uzay ve,   

{Xj|j ∈ J} = {〈u, μXj

+ (u), μXj

− (u)〉 |j ∈ J}                                                                                      (7.1) 

ailesi U üzerindeki bipolar bulanık supra açık kümelerin bir ailesi olsun. 

Eğer ⋃ Xjj∈J  = 1bp sağlanıyorsa bu şekildeki {Xj|j ∈ J} ailesine U kümesinin bipolar 

bulanık supra açık örtümü denir. Bu tanıma göre ⋁ μXi

+ (u)j∈J  = 1 ve ⋀ μXj

− (u)j∈J  = −1 

sağlanır. 

2. {Xi|j ∈ J} ailesi U kümesinin bir bipolar bulanık supra açık örtümü olsun. Bu taktirde 

{Xj|j ∈ J} ailesinin sonlu bir alt ailesine bipolar bulanık supra sonlu alt örtüm denir. 

3. ℱ = {Kj|j ∈ J} = {〈u, μKj

+ (u), μKj

− (u)〉 |j ∈ J, u ∈ U} ailesi U üzerindeki bipolar bulanık 

supra kapalı kümelerin bir ailesi olsun. Bu taktirde; 

{〈u, μKjα

+ (u), μKjα

− (u)〉 |α = 1,2, . . , n, u ∈ U}                                                                            (7.2) 

alt ailesi,  

⋂ {〈u, μKjα

+ (u), μKjα

− (u)〉}n
α=1  ≠ 0bp                                                                                                    (7.3) 

koşulunu sağlarsa bu şekildeki ℱ ailesine sonlu arakesit özelliğine sahiptir denir. 
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Tanım 7.2: (U, τ) bir bipolar bulanık supra topolojik uzay olsun. Bu taktirde U nun her 

bipolar bulanık supra açık örtümünün sonlu bir alt örtümü varsa (U, τ) ya bipolar bulanık 

supra kompakt topolojik uzay denir. 

Teorem 7.3: (U, τ) bipolar bulanık supra kompakt topolojik uzaydır ⇔ Her bipolar 

bulanık supra kapalı kümeler ailesi sonlu arakesit özelliğine sahiptir. 

İspat: (⇒)(U, τ) bipolar bulanık supra kompakt topolojik uzay ve 𝒜 ∶= {Xα|α ∈ Λ}, U 

nun sonlu arakesit özelliğine sahip bipolar bulanık supra kapalı kümelerinin bir ailesi 

olsun. Bu taktirde ⋂ Xαα∈Λ  = 0bp olup 1bp = (0bp)c = (⋂ Xαα∈Λ )c  = ⋃ (Xα)c
α∈Λ  

Böylelikle {Xα
c}α∈Λ ailesi U kümesinin bipolar bulanık supra açık örtümü olur. 

Hipotezden bu bipolar bulanık supra açık alt ailenin sonlu bir bipolar bulanık alt örtümü 

vardır öyle ki ∃ α1, α2,…αn, 1bp = ⋃ ((Xαj
)

c

)n
j=1  dir. Bu taktirde, 

0bp = (1bp)c  = (⋃ ((Xαj
)

c

)n
j=1 )

c

= ⋂ Xαj

n
j=1                                                                                 

dir. Bu ise 𝒜 ailesinin sonlu arakesit özelliğine sahip olmasıyla çelişir. Yani  ⋂ Xαα∈Λ  ≠ 

0bp. 

(⇐) Kabul edelim ki U kümesi bipolar bulanık supra kompakt olmasın. Bu durumda U 

kümesinin bir 𝒜 ∶= {Xα|α ∈ Λ} bipolar bulanık supra açık örtümü vardır öyle ki 𝒜’nın 

hiç bir sonlu alt örtümü U’nun bipolar bulanık supra örtümü değildir. Bu taktirde her 

α1, α2,…αn ∈ Λ için 1bp ≠ ⋃ Xαj

n
j=1  olup, 

0bp = (1bp)c ≠ (⋃ Xαj
)n

j=1
c dir ve buradan ⋂ ((Xαj

)
c

)n
j=1  ≠ 0bp dir. 

Böylelikle {(Xαj
)

c

|α ∈ Λ}, sonlu arakesit özelliğine sahip bipolar bulanık supra kapalı 

kümelerin ailesidir. 1bp = ⋃ Xαα∈Λ  sağlandığından, 

⋂ ((Xα)c)α∈Λ  = (⋃ Xαα∈Λ )c = 0bp 

dir. Bu ise hipotez ile çelişir ve dolayısıyla U bipolar bulanık supra kompakttır. 
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Teorem 7.4: (U, τ) ve (V, σ) iki bipolar bulanık supra topolojik uzay ve f: (U, τ) ⟶ (V, σ) 

bir örten ve bipolar bulanık supra sürekli fonksiyon olsun. Bu taktirde (U, τ) bipolar 

bulanık supra kompakt topoloij uzay ise (V, σ) da bipolar bulanık supra kompakt 

topolojik uzaydır. 

İspat: 𝒜, V’nin bir bipolar bulanık supra açık örtümü olsun. Bu taktirde f sürekli 

olduğundan ℬ = {f −1(Y)|X ∈ 𝒜} kümesi, U’nun bir bipolar bulanık supra açık 

örtümüdür. (U, τ) bipolar bulanık supra kompakt olduğundan ℬ, 

{f −1(Y1), f −1(Y2), … , f −1(Yn)}  

şeklinde bir sonlu alt örtüme sahiptir. f örten olduğundan {Y1, Y2, … , Yn} kümesi 𝒜 nın 

sonlu bir alt örtümü olup (V, σ) bipolar bulanık supra kompakt topolojik uzaydır. 

Tanım 7.5: (U, τ) bir bipolar bulanık supra topolojik uzay ve X ∈ BPF(U) olmak üzere 

(X, τX) bipolar bulanık supra alt uzay olsun. U kümesinin alt kümelerinden oluşan bir 𝔅 

ailesi, elemanlarının birleşimi X kümesini içeriyor ise X in bipolar bulanık supra 

örtümüdür denir. 

Teorem 7.6: (U, τ) ve (V, σ) iki bipolar bulanık supra topolojik uzay ve f: (U, τ) ⟶ (V, σ) 

bipolar bulanık supra sürekli fonksiyon olsun. Bu taktirde X, (U, τ)’da bir bipolar bulanık 

supra kompakt küme ise f(X), (V, σ)’da bipolar bulanık supra kompakttır.  

İspat: Açıktır. 

Teorem 7.7: (U, τ) bir bipolar bulanık supra kompakt topolojik uzay ve X, üzerinde 

bulanık supra kapalı küme olsun. Bu taktirde (X, τX) bir bipolar bulanık supra kompakt 

topolojik uzaydır. 

İspat: Kabul edelim ki hipotez sağlansın ve 𝒜, X in U üzerindeki bipolar bulanık supra 

açık kümelerden oluşan açık örtümü olsun. X bipolar bulanık supra kapalı küme 

olduğundan Xc bipolar bulanık supra açık kümedir. Eğer Xc kümesine 𝒜 ailesini eklersek 

U kümesinin 𝔅 = 𝒜 ⋃ Xc biçiminde bir bipolar bulanık supra açık örtümünü elde ederiz. 

Bu 𝔅 ailesinin bazı sonlu alt aileleri X için bir bipolar bulanık supra örtümdür. Eğer bu 

alt örtümler Xc kümesini içeriyorsa Xc kümesini bu örtümden çıkarabiliriz. Diğer 
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durumlarda alt aileyi olduğu gibi alalım. Bu şekildeki aile 𝒜 nın sonlu bir alt ailesi olup 

X için bir bipolar bulanık supra örtümdür. 

Teorem 7.8: (U, τ) ve (V, σ) iki bipolar bulanık supra topolojik uzay ve (U × V, δ) bu 

bipolar bulanık supra topolojik uzayların çarpımları olsun. Bu taktirde (U × V, δ) bir 

bipolar bulanık supra kompakt topolojik uzaydır ancak ve ancak (U, τ) ve (V, σ) birer 

bipolar bulanık supra kompakt topolojik uzaydır. 

İspat:  

(⇒) p1 ve p2 izdüşüm fonksiyonları bipolar bulanık supra sürekli olduklarından açıktır.  

(⇐) (U, τ) ve (V, σ) iki bipolar bulanık supra kompakt topolojik uzay olsun. Bu taktirde 

U ve V kümelerinin sırasıyla {Gi: j ∈ J} ve {Hi: j ∈ J} şeklinde iki bipolar bulanık supra 

açık örtümünden bahsedebiliriz. Buna göre  

⋁ μGj

+ (u)j∈J = 1, ⋀ μGj

− (u)j∈J = −1 ve ⋁ μHj

+ (v)j∈J = 1,  ⋀ μHj

− (v)j∈J = −1.  

eşitlikleri sağlanır. Böylelikle,  

𝒜 = {(Gj × 1bpV
) ⋃ (1bpU

× Hj) ∶ j ∈ J} 

kümesi U × V nin bir bipolar bulanık supra açık örtümüdür. Burada,  

Gj = {〈u, μGj

+ (u), μGj

− (u)〉 : u ∈ U} ∈ τ ve Hj = {〈v, μHj

+ (v), μHj

− (v)〉 : v ∈ V} ∈ σ 

dir. U × V nin bipolar bulanık supra kompakt olduğunu gösterebilmek için bu şekildeki 

𝒜 örtümün sonlu bir alt örtüme sahip olduğunu göstermeliyiz. U ve V bipolar bulanık 

supra kompakt olduklarından {Gj: j ∈ J} ve {Hi: j ∈ J} örtümlerinin sonlu alt örtümleri 

mevcuttur.  Bu taktirde J sonlu bir J∗ altkümesi için,  

⋁ μGj

+ (u)j∈J∗ = 1, ⋀ μGj

− (u)j∈J∗ = −1 ve ⋁ μHj

+ (v)j∈J∗ = 1, ⋀ μHj

− (v)j∈J∗ = −1 

olup  

𝒜’nın {(Gj × 1bpV
)⋃(1bpU

× Hj) ∶ j ∈ J∗} alt ailesi U × V için bir bipolar bulanık supra 

örtümdür. Sonuç olarak U × V bipolar bulanık supra kompakttır. 
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8. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Bipolar bulanık kümeler vasıtasıyla bipolar bulanık supra topoloji tanımlanmış ve bu 

şekildeki uzayların açık ve kapalı kümelerinin özellikleri incelenmiştir. 

Bipolar bulanık supra topolojik uzaylar arasında bazı sürekli fonksiyonların tanımı 

verilmiş ve temel sonuçları elde edilmiştir. Bu şekildeki sürekli fonksiyonların 

bileşkelerinin süreklilikleri incelenmiş ve bazı ters örnekler verilmiştir. 

Klasik komşuluk ve Q-komşuluk yapıları ve bu sayede bipolar bulanık supra topoloji 

üretme konuları ele alınmıştır. 

Son olarak bipolar bulanık supra örtüm ve kompaktlık tanımlarının sonuçları elde edilip 

bu şekildeki uzaylar arasında tanımlanan bulanık dönüşümlerin yapıları incelenmiştir. 

Kartezyen çarpım kümesi üzerine bipolar bulanık topoloji tanımlanıp kompaktlık konusu 

incelenmiştir. 

Bunun yanı sıra bipolar bulanık supra topolojik uzayların ayırma aksiyomları ve 

bağlantılılık gibi konuları ele alınabilir. 
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