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ETiK BEYAN VE ARASTIRMA FONU DESTEGI

Kocaeli Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii tez yazim kurallarma uygun olarak
hazirladigim bu tez/proje ¢alismasinda,

- Bu tezin/projenin bana ait, 6zgun bir ¢alisma oldugunu,

- Calismamin hazirlik, veri toplama, analiz ve bilgilerin sunumu olmak {izere tiim
asamalarinda bilimsel etik ilke ve kurallara uygun davrandigima,

- Bu ¢alisma kapsaminda elde edilen tiim veri ve bilgiler i¢in kaynak gdsterdigimi
ve bu kaynaklara kaynakcada yer verdigimi,

- Bu galismanin Kocaeli Universitesi’nin abone oldugu intihal yazilim programi
kullanilarak Fen Bilimleri Enstitusi'niin belirlemis oldugu Olgltlere uygun
oldugunu,

- Kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigima,

- Tezin/Projenin herhangi bir boliimiinii bu iiniversite veya bagka bir tiniversitede
baska bir tez/proje ¢alismasi olarak sunmadigima,

beyan ederim.

<1 Bu tez/proje galismasmin herhangi bir asamasi hi¢bir kurum/kurulus tarafindan
maddi/alt yap1 destegi ile desteklenmemistir.

1 Bu tez/proje calismas1  kapsaminda  Uretilen  veri  ve bilgiler

............................................ tarafindan ~ ............cecceieveiiviiieeee. N0’ proje
kapsaminda maddi/alt yap1 destegi alinarak gerceklestirilmistir.

Herhangi bir zamanda, calismamla ilgili yaptigim bu beyana aykir1 bir durumun
saptanmas1 durumunda, ortaya ¢ikacak tiim ahlaki ve hukuki sonuglar1 kabul ettigimi
bildiririm.
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YAYIMLAMA VE FIKRi MULKIYET HAKLARI

Fen Bilimleri Enstitlisu tarafindan onaylanan lisansusti tezimin/projemin tamamini veya
herhangi bir kismimi, basili ve elektronik formatta arsivleme ve asagida belirtilen
kosullarla kullanima agma izninin Kocaeli Universitesi’ne verdigimi beyan ederim. Bu
izinle Universiteye verilen kullanim haklar1 disidaki tiim fikri miilkiyet haklarim bende
kalacak, tezimin/projemin tamammin ya da bir boliimiiniin gelecekteki ¢aligmalarda
(makale, kitap, lisans ve patent vb.) kullanimi bana ait olacaktir.

Tezin/projenin kendi 6zgiin calismam oldugunu, baskalarinin haklarini ihlal etmedigimi
ve tezimin/projenin tek yetkili sahibi oldugumu beyan ve taahhiit ederim. Tezimde yer
alan telif hakki bulunan ve sahiplerinden yazili izin alinarak kullanilmasi zorunlu
metinlerin yazili izin alarak kullandigimi ve istenildiginde suretlerini Universiteye teslim
etmeyi taahhit ederim.

Yiiksekogretim kurulu tarafindan yayinlanan “Lisantsti Tezlerin Elektronik Ortamda
Toplanmast, Diizenlenmesi ve Erisime Acilmasina Iliskin Yonerge” kapsaminda tezim
asagida belirtilen kosullar haricinde YOK Ulusal Tez Merkezi/ Kocaeli Universitesi
Kituphaneleri Agik Erisim Sisteminde erisime agilir.

[ ] Enstitl yonetim kurulu karari ile tezimin/projemin erisime agilmasi mezuniyet
tarihinden itibaren 2 yil ertelenmistir.

[ ] Enstiti yonetim kurulu gerekgeli karari ile tezimin/projemin erisime agilmasi
mezuniyet tarihinden itibaren 6 ay ertelenmistir.

><] Tezim/projem ile ilgili gizlilik karar1 verilmemistir.
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ONSOZ VE TESEKKUR

1983 yilinda topolojik uzaylarin zayif hali olan supra topolojik uzay kavrami1 Mashhour
(Mashhour ve dig., 1983) tarafindan verilmistir. Bu kavram, topolojik uzaylardaki agik
kiimeler i¢cin sonlu arakesit 6zelliginin gecerli olmamasi ile tanimlanmistir. Bu tez
calismasinin amaci supra topolojik uzaylarin bir genellemesi olarak bipolar bulanik supra
topolojik uzay tanimini vermek ve bu yapida siireklilik, kompaktlik ve komsuluk
kavramlarmi incelemektir.

Bu tez caligmasmin konusunun belirlenmesi ve bu konunun teorisinde biiyiik emegi gegen
danigman hocam saym Dog¢. Dr. Banu PAZAR VAROL’a yogun mesaisi arasinda
ayirdig1 vakit ve bilhassa gostermis oldugu nezaketi sebebiyle sonsuz tesekkiir eder
saygilarimi sunarim. Ayrica egitim hayatim boyunca desteklerini daima hissetigim aileme
tesekkiir ederim.

Ocak-2022 Hami MALKOGC
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi
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Kisaltmalar

BPF(U)
BPFp(U)
BPFT(U)

: X bipolar bulanik kiimesinin bipolar bulanik supra igi
: X bipolar bulanik kiimesinin bipolar bulanik supra kapanisi
: X bipolar bulanik kiimesinin timleyeni

: Alt kiime

: Arakesit (Birlesim)

: Bipolar bulanik nokta

: Bipolar bulanik supra topolojiler

: Bipolar bulanik topolojiler

: Bipolar bulanik supra topolojik uzay

: Bipolar bulanik topolojik uzay

: Birinci ve ikinci izdiisiim fonksiyonlar1

: Bos bipolar bulanik kiime

- Biiytik esittir (bayuktir)

: Eleman (Eleman degil)

: Evrensel bipolar bulanik kiime

: Evrensel niceleyici, her

: Fonksiyonlarda bileske islemi

- Klasik kiimeler

: Kiigtik esittir (kiigtiktiir)

: Supremum (Infimum)

: Varliksal niceleyici, en az bir

D U(ep) Ile Y g-cakisimsidir

: U(e,p) bipolar bulanik noktasmnim tiim q komsuluklarmin ailesi

I U(e,p) bipolar bulanik noktasmm tim bipolar bulanik supra

komsuluklarmin ailesi

! U(e,p) Dipolar bulanik noktasmin tiim bipolar bulanik

komsuluklarmin ailesi

: X ile Y g-¢akisimsidir

: X bipolar bulanik kiimesinin pozitif (negatif) tyelik fonksiyonu
: Tanim olarak esittir

: Tanim olarak ancak ve ancak

: U klasik kiimesi Uzerindeki tiim bipolar bulanik kiimelerin ailesi
: U Klasik kiimesi izerindeki tlim bipolar bulanik noktalarin ailesi
: U Klasik kiimesi izerindeki tm bipolar bulanik topolojilerin

ailesi
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BiPOLAR BULANIK SUPRA TOPOLOJIK UZAYLAR
OZET

Bu tez ¢alismasinda hali hazirda teorisi mevcut bulunan bipolar bulanik kiimeler vasitast
ile supra topoloji tanimlamak ve bipolar bulanik supra agik-kapali kiimeler ile ilgi temel
teskil edecek teoremleri ispatlamak, akabinde bu sekildeki uzaylar arasinda siirekli
doniisimlerin yapisini incelemek ve nihayet kompaktlik ve bazi komsuluk yapilarmin
incelenmesi amag¢lanmaktadir.

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir. Ik boliimde bipolar bulanik kiimeler icin nokta, kiime
ve fonksiyonlar i¢in bazi cebirsel 6zellikler ile ilgili genel bilgiler verilmistir.

Ikinci bdliimde bipolar bulanik topolojik uzaylar konusu bazi temel tanim ve teoremler
verilerek 0zetlenmistir.

Uclincti bélumde ise tezin konusu olan bipolar bulanik supra topolojik uzaylar
tanimlanmis bipolar bulanik supra acik, kapali kiimeler ile ilgili tanimlar ve bazi
teoremler verilip ardindan bipolar bulanik supra i¢ ve kapanis konular1 bazi ters 6rneklerle
ele almmastir.

Dordunct bolimde bipolar bulanik supra surekli ve S* bipolar bulanik supra strekli
fonksiyon tanimi1 yapilip bu sekildeki doniisiimlerin temel karakterizasyonlar1 yapilmastir.

Besinci boliimde bipolar bulanik supra komsuluk ve bipolar bulanik supra Q komsuluk
tanimlar1 ve bazi ilgili teoremleri ispatlanmistir. Ardindan bu sekildeki komsuluklar
vasitasi ile bipolar bulanik supra topoloji liretmek konusu ele alinmustir.

Son bolimde ise bipolar bulanik supra agik 6rtiim ve alt 6rtiim tanimlari ile kompakthik
tanim1 verilmis, bipolar bulanik supra kompakt kiimelerin bazi 6zellikleri ve bipolar

bulanik supra siirekli dontistimlerin kompakt kiimeler ile iliskileri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Bipolar Bulanik Kiime, Bipolar Bulanik Supra Kompaktlik, Bipolar
Bulanik Supra (Q) Komsuluk, Bipolar Bulanik Supra Topolojik Uzay.
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BIPOLAR FUZZY SUPRA TOPOLOGICAL SPACES
ABSTRACT

The aim of this thesis is to introduce the concept of bipolar fuzzy supra topology through
bipolar fuzzy sets and prove some fundamental theorems about bipolar fuzzy supra open-
closed sets and subsequently study to continuity of functions defined between this kinds
of topological spaces.

This thesis consists of six chapters. In the first chapter, some algebraic properties for
bipolar fuzzy points and sets are summarized.

In the second chapter, bipolar fuzzy topological space and some of its properties are
covered.

In the third chapter, the definition of bipolar fuzzy supra topological space and some
properties of bipolar fuzzy supra open and bipolar fuzzy supra closed sets are discussed.
In addition the concepts of bipolar fuzzy supra interior and closure are introduced and
some counterexamples are given.

In the fourth section, the definitions of bipolar fuzzy supra continuity and S* bipolar fuzzy
supra continuity are introduced and the characterizations of this kinds of transformations
are obtained.

In the fifth chapter, the bipolar notions of fuzzy supra neighborhood and bipolar fuzzy
supra Q-neighborhood are discussed. In addition the theorem of bipolar fuzzy supra
topology induced by bipolar fuzzy supra neighborhood is also stated.

In the final chapter, the definition of bipolar fuzzy supra compactness is given by virtue
of bipolar fuzzy supra open cover and subcover. Some properties of bipolar fuzzy supra
compact sets and the relation between bipolar fuzzy supra compact sets and continuous
functions are discussed.

Keywords: Bipolar Fuzzy Set, Bipolar Fuzzy Supra Compactness, Bipolar Fuzzy Supra
(Q) Neighborhood, Bipolar Fuzzy Supra Topological Space.



1. GIRIS

Insanoglu tarih boyunca karsilastig1 problemlere ¢oziim iiretmek igin belli bash disiplinler
ortaya koymustur. Bu disiplinlerde zaman i¢inde degisik yonlerden ele alinmak suretiyle
alt disiplinlere ayrilmak zorunda kalmistir. Matematik de bu kaderi paylasan disiplinler
arasinda en eskilerden biridir. Giiniimiizde matematigin neredeyse tim alt disiplinleri
(Kategori teorisi istisna olarak gosterilebilir) kiimeler teorisi lizerine insa edilmis

durumdadir.

Daha 6nceden bilinen kiime kavrami ancak 19. ylizyilin sonlarinda aksiyomatik ve formel
temellere kavusabilmistir. Klasik anlamda bilinen analiz, cebir ve geometri gibi alanlarin
teorisi icin klasik kiimeler teorisi beraberinde getirdigi bazi1 paradokslara ragmen hala
daha etkin bir sekilde kullaniliyor diyebiliriz. Bu paradokslara bir érnek verecek olursak
klasik kiimeler teorisinde bir toplulugun her zaman i¢in kiime belirtmesi miimkiin
olmayabilir. Bertrand Russell bir paradoks ortaya koyarak her topluluga kiime demenin
yanlig olabilecegini gosterdi. Klasik kimeler teorisi matematik problemleri kadar
mithendislik, tip ve beseri bilimler gibi bazi disiplinlerin olasilik ve istatistik
problemlerine ¢oziim liretmek igin etkin bir sekilde kullanilmistir. Fakat karsilagilan
biitiin problemlere eksiksiz bir bicimde cevap iiretmesi elbette miimkiin degildir. Bu
problemlerden karar verme problemi bir¢ok disiplin i¢in temel sorun teskil etmistir.
Klasik kiimeler teorisinin ¢6ziim liretme noktasinda yetersiz kalmasi arastirmacilari farkl

kiime konseptleri Uizerinde ¢alismaya sevk etmistir.

Zadeh (1965) in literatiire kazandirdig1 bulanik (fuzzy) kiime fikri gegen zaman iginde bu
tarz problemler i¢in ¢ok basarili sonuglar vermistir. Bulanik kiimeler, elemanlarin bir
kiimeye ait olmalarini derecelendirir. S6z gelimi bir bulanik kiime X = {{u, ux(u))|u € U}
ile gosterilebilir. Burada U klasik bir kiime olup px: U — [0,1] seklinde bir fonksiyondur.
ux’e, keyfi bir u € U elemaninin iiyelik fonksiyonu adi verilir. Bulanik kiimelerin de,
sezgisel (intuitionistic) bulanik kiimeler, neutrosophic bulanik kiimeler ve bu tezin de
konusunu belirleyen bipolar bulanik kiimeler gibi genellestirmeleri literatiire

kazandirilmistir.

Chang (1968) tarafindan bulanik kiimeler tizerine topolojik uzaylar tanimlanmis ve agik-

kapali kiimeler, stireklilik ve kompaktlik gibi temel 6zellikleri incelemistir. 1976 yilinda



ise Lowen (1976) bulanik topoloji taniminda degisiklik yaparak sabit fonksiyonlarin bu
anlamdaki bulanik topolojik uzaylarda siirekli olmasini garanti etmistir. Gniimtze kadar
bu gibi bircok yonden ele alinan bulanik topoloji teorisi artik belli bir olgunluga
ulagsmustir. Glinimuzde ise bulanik kiimelerin bazi genislemeleri iizerine tanimlanan
topoloji teorileri calisilmaktadir. Ornegin bulanik soft topoloji, neutrosophic bulanik

(esnek) topoloji vs. gibi.

Supra topolojik uzaylar (Mashhour ve dig., 1983) tarafindan topolojik uzaylar tanimindan
sonlu arakesit 6zelligi ¢ikartilarak tanimlanmistir. Bu sayede klasik topolojik uzaylarin

baz1 6zelliklerinin daha zayif halleri edilmistir.

Zhang (1994) bipolar bulanik kiime kavramini tanitti. Lee (2000) bipolar bulanik
kiimeleri, bulanik kiimelerin bir genellemesi olarak tanimladi ve temel cebirsel
Ozelliklerini elde etti. Lee (2019) yayinladigi makalesinde bipolar bulanik nokta tanimini
vererek bu uzaylarm topolojik yapilarmi, komsuluk, siireklilik, taban, alttaban, ¢arpim ve
boliim uzaylar1 gibi temel teskil edecek yapilarini inceledi. Bu calismada bipolar bulanik
supra topolojik uzaylar, supra topolojilerin bipolar bulanik topolojilere genellemesi

olarak ele alimacaktir.
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2. BIPOLAR BULANIK KUMELER
2.1. Bipolar Bulanik Kiimeler

Bu bolimde bipolar bulanik kiimeler bulanik kiimelerin bir genellestirmesi olarak

tanimlanip bazi cebirsel 6zellikleri verilecektir.
Tanim 2.1.1: U bostan farkli bir kiime olsun. U tzerinde bir X bipolar bulanik kiimesi
X={<upg(),px) >|ueU} (2.1)

seklinde tanimlanir. Burada py: U — [0,1] ve py: U — [—1,0] iki fonksiyondur. Pozitif
Uyelik derecesi ps(u), X bipolar bulanik kiimesine karsilik gelen dzellige u elemanin
sahip olma derecesini gosterir, negatif Uyelik derecesi px (u) bir u elemaninmn X bipolar

bulanik kiimesinin bazi ters Ozelliklerine sahip olma derecesini gosterir.

(Lee, 2004)

Eger pg (u) # 0 ve px (u) = 0 ise u elemanin, X bipolar bulanik kiimesinin sadece pozitif

ozelliklerini sagladigi durumdur. Bu durumda X bir bulanik kiimedir.

Eger py (u) = 0 ve px (u) # 0 ise u elemanin, X bipolar bulanik kiimesinin 6zelliklerini

saglamayip ters 0zelliklerini sagladigi durumdur.

g (u) # 0 ve px (u) # 0 ise u elemanin, X bipolar bulanik kiimesinin ézelliklerini ve ters

Ozelliklerinin saglandigi durumdur.

U bostan farkli bir kiime olmak iizere U iizerinde tanimlanmis biitiin bipolar bulanik

kiimelerin toplulugu BPF(U) olarak gosterilir

Ornek 2.1.2: U = {u, v, w} olmak (izere
X={<u0.6,-04><v,0.8,-0.3><w,0.5-0.5 >}
X zerinde bir bipolar bulanik kiimedir

Tanim 2.1.3: Bos bipolar bulanik kiime bir bipolar bulanik kiime olup her x € X igin

Opp = {(u, ng(u),ng(u))|u € U} (2.2)



olarak tanimlanir. Burada 0f,(u) = 0 = 0,,(u), Vu e U

Evrensel bipolar bulanik kiime U tzerinde bir bipolar bulanik kiime olup her u € U igin

1pp = {(u, lf;p(u), lgp(u))|u € U}

olarak tanimlanir. Burada 1§p (uw)=1ve Lpp (u=-1,YueU

(Azhagaphan ve Kamaraj, 2016)

(2.3)

Uyar1 2.1.4: Simdi bir X € BPF(U) bipolar bulanik kiimesinden bulanik kiime elde etme

hususunu ele alacagiz. X bipolar bulanik kiimesini V u € U i¢in (g (u), px (w)) ile

gosterelim. Bu gosterimi fonksiyon igslemlerinde kolaylik olmasi sebebiyle kullantyoruz.

i =1, 2 i¢in p; izdiisiim fonksiyonu olmak {izere
(3 — 2i)p;: BPF(U) — [0,1],i =1, 2
X+— (3 - 2D)p;i(X)
doniisiimii tanimlansin. Bu taktirde
i =1 i¢in p;(X) = p; (15 (W), iz (W) = (W) € [0,1] ve
i =2 igin —p,(X) = —p, (it (W), iz (W) = —px (W) € [0,1]
olur. Boylece —pg, py € [0,1]Y seklinde iki bulanik kiime elde edilir.
Tanim 2.1.5: X ve Y, U de iki bipolar bulanik kiime olsun. Bu taktirde
DXcYeueUiginpg(uw) < pf(u) ve ug () = py(w).
()X =Y < heru € U igin py (0) = py (u) ve ux () = py (v).
B)XNY={<uufny W, gy > |u € U}dir. Burada;
Ky (0) = min{us (), 1 (W)} Ve 1y (1) = maxig (W), w3 (1))

dir.

(2.4)



@ XUY={<upkyy @, pxyy @ > |ue U}dir. Burada;
by uy (W) = max{pf (W), uy (W} ve py yy (W) = min{py (), py (W)}
dir.

(5) Bipolar bulanik kiimenin timleyeni X¢ = {<u,1 — pf(u),—1 — px(u) > |u € U}
olarak tanimlanir. (Lee, 2004)

Onerme 2.1.6: X, Y ve Z ortak U evrensel kiimesi iizerinde bipolar bulanik kiimeler olsun.

Bu taktirde asagidakiler saglanir.

(XUX=XveXNX=X.
)XUY=YUXvweXNY=YNX
@RIXUYUZD=FUYUZveXN¥YNZ=XNY)NZ
@HXUYNZD)=EUYNEXUZDveXNYUZD)=XNY)UXNZ).
GXUEXNY)=XveXNXUY) =X
B)XNYcXveXNYCY.

(M XcXUYveYCXUY.

(8) X9 =X

(9) (XU YY) =XNYSve (XN Y)E =X UYEC
(10)XcYveYcZiseXCZ.

1) XcYiseXNZcYNZveXUZcYULZ

(12) XU 1pp = 1pp Ve X N 1y = X.

(13) X U Oy, = X Ve X N Opy, = Opp. (Kim ve dig., 2019)



Sonug 2.1.7: X ve Y ortak U evrensel kiimesi tzerinde bipolar bulanik kiimeler olsun. Bu
taktirde asagidakiler denktir.

(HXcYy.
2)XNy =X
(3)XUY =Y. (Kim ve dig., 2019)

Tanim 2.1.8: U bostan farkl bir kiime ve (X]-)]_EJ, U kumesi uzerindeki bipolar bulanik

kimelerin bir ailesi olsun.

(1) (Xj)je] ailesinin arakesiti U kiimesi tizerinde bir bipolar bulanik kiime olup NjgX; ile

gosterilir ve her u € U igin,

(NjerX5) W) = (Ajgy 15 (W), Vje iz (W) (2.54)
seklinde tanimlanir.

(2) (x,-)]_E] ailesinin birlesimi U kiimesi tizerinde bir bipolar bulantk kiime olup Uj¢; X ile

gosterilir ve her u € U icin,

(Ujer X)) = (Vjey ik (W), Ajey b () (2.5b)
seklinde tanimlanir. (Kim ve dig., 2019)

Sonug 2.1.9: U bostan farkli bir kiime olmak tizere X, U izerinde bipolar bulanik kiime

ve (X]-)]_E], U Gizerinde bulanik kiimelerin bir ailesi olsun. Bu taktirde,
(1) (Genellestirilmis dagilma kurallar1): X U (ﬂ]-e] X]-) = Njg(X; UX)

XN (UjgX;) = Ujg(X5 N X)
(2) (Genellestirilmis De Morgan kurallari): (U]-E] X]-)C = Njg X;°

(NigX;)" = Uje X



(Kim ve dig., 2019)

Tanim 2.1.10: g: U —V bir fonksiyon ve X, Y sirastyla U ve V kiimeleri Uzerinde birer

bipolar bulanik kiime olsun.

(1) X bipolar bulanik kiimesinin g altindaki goriintiisii de bir bipolar bulanik kiime olup

her v € V igin;

80 = (Ko (V. oo M) = BUD W), gWD W), Y v E V (2.63)
olarak tanimlanir. Burada

) = {1 Lo BT

g w) = [ L E BT

seklindedir.

(2) Y bipolar bulanik kiimesinin g altindaki ters goriintiisii de bir bipolar bulanik kiime

olup her u € U i¢in;

g ) = (100 (0, s ) = (£ (1 (), 87 (12 (D)) (2.6b)
olarak tanimlanir. Burada

gt (1w (V) = pt (V) 0 g(w) ve g~ (px (V) = px (V) 0 g(w)

(Kim ve dig., 2019)

Sonug 2.1.11: f: U — V bir fonksiyon ve X, X;, X, € BPF(U), (Xj)jel c BPF(U), Y,
Y;, Y,€ BPF(V) ve (Yj)jej c BPF(V) olsun. Bu taktirde asagidakiler saglanir.

(1) X; X, ise f(X;) < f(X,).

(2) f(X,U X,) = £(X,) U f(X,), f(Ujey X;) = Ujes f(X;)-



(3) (XN X2) € f(Xy) N £(Xy), f(NigrX;) € Nig (X))

(4) £ bire-bir ise f(X,N X,) = £(X,) N £(X,), {(NjeX;) = Njey £(X;).
(B) Y, c Yy ise f71(Y;) c f71(Y,).

(6) f(X) = 0pp © X = Opp,.

(M) 1 (Y,U Yy) = £71(Yy) U £71(Y,), 1 (Ujg V) = Ujg £72(Y)).
(8) f1(Y1N Yy) = £71(Y,) N E71(Y,), £71(Nig V) = Nig £72(Y;).
(9) f71(Y) = 0pp © Y N f(1pp) = Opyp.

(10) X c (f~tof)(X), 6zel olarak f bire-bir ise X = (f~*of) (X).

(11) (fof~1)(Y) c Y, 6zel olarak f 6rten ise Y = (fof =) (Y).

(12) £1(Y¢) = (£71(Y))".

(13) f: U — V ve g: V. — W bir fonksiyon ise her X € BPF(U) icin
(goH (X = (g(f(X)).

(14) f: U — V ve g: V. — W bir fonksiyon ise her Z € BPF(W) igin;
(goH)™1(Z) = f~1(g~1(2)). (Kim ve dig., 2019)

2.2. Bipolar Bulamik Nokta ve Ozellikleri

Tanim 2.2.1: u € U, (o, B) € (0,1]x[—1,0) ve X € BPF(U) olsun.

(), U kiimesi Uizerinde bir u, gy bipolar bulanik noktas: her v € U igin

_ ((X, B);V =1u
[3ca ] () = { (0,0), diger 27)

seklinde tanimlanir. (a, ) ikilisine bu noktanin degeri ve u’ya bu noktanin destegi denir.



(b) Eger g (u) = o ve py (u) < B ise ug, gy, X’e aittir denir ve uc, gy € X ile gosterilir.

U kiimesi lizerinde tanimlanan bitiin bipolar bulanik noktalarin kiimesini BPFp(U) ile

gosterecegiz. X € BPF(U) icin,
X = U{u(ep) € BPFp(U)|uyp) € X} (2.8)
oldugu agiktir. (Kim ve dig., 2019)

Omek 2.2.2: U = [0,m] ve X = {{u,sin(u),—sin(u))|u € [0,m]} bipolar bulanik

kiimesini ele alalim. U Uzerinde (“/2) ) bipolar bulanik noktast verilsin. Bu

(0.4,-0.6
taktirde bu noktanin X bipolar bulanik kiimesine ait oldugu asagidaki sekilden agiktir.
Burada 1T/ 5’ye bu noktanin destegi, (0.4, —0.6) ikilisine ise bu noktanin degeri denir.

—— X KOMESI |

UYELIK DERECESI

Sekil 2.1. X bipolar bulanik kiimesi ve bipolar bulanik nokta temsili

Teorem 2.2.3: X, Y € BPF(U) olsun. Bu taktirde X S Y ise V u(,gy € X i¢in u(qp) € Y dir.
(Kim ve dig., 2019)

Teorem 2.2.4: X, Y € BPF(U) ve up € BPFp(U) olsun. Bu taktirde asagidakiler

saglanir.

(1) U(q,B) e Xve U(q,B) EY&S U(q,B) EXNY.



(2) U(q,p) eX veya U(q,p) €EY> U(q,pB) eXUY. (Klm ve dlg, 2019)

Teorem 2.2.5: (xj)jelc BPF(U) Ve u(qg) € BPFp(U) olsun. Bu taktirde,

(1) U(q,B) € njE] X] = Vj € ] I(;In U(a,B) € X]-.

(2) u(ep) € Xj olacak sekilde bir j € ] varsa 0 zaman u gy € Uje Xj. (Kim ve dig., 2019)

Teorem 2.2.6: u(y gy € BPFp(U), v(y6) € BPFp(V) ve f: U — V bir fonksiyon olsun. Bu

taktirde asagidakiler saglanir.

1. f(uge,p)) € BPFp(V). (Kim ve dig., 2019)

2. X € BPF(U) Ve u(yp) € X ise f(u(a,B)) € f(X) saglanr.
3.f71(v(y,6)) € BPFp(U).

Ispat:

2. ugq,p) € Xolsun. Her u € U igin

a < (W) <V, e 1) i (2) = f(u) (F(w)) ve

B = px(W) 2 Ag e iE (2) = f(u) (F(w)

olup f(ucp)) € f(X) olur.

3. (2) de X = f~1(Y) olarak alirsak istenen elde edilir.



3. BIPOLAR BULANIK TOPOLOJIK UZAYLAR

Tanmm 3.1: U bostan farkli bir kiime ve T € BPF(U) olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayan

t* ailesine X Uzerinde bir bipolar bulanik topoloji denir.
(BFT1) Opp, 1pp € T

(BFT2) HerX, YE T icin X N Y € T*.

(BFT3) Her (Xj)je] c T igin Uj X €T,

(U, ) ikilisine bipolar bulanik topolojik uzay ve t’m her elemanma U’da bir bipolar
bulanik agik kiime (kisaca BPFOS) denir. X¢ € T seklindeki X € BPF(U) kiimesine
bipolar bulanik kapali kiime denir. (Azhagaphan ve dig., 2016)

U Uzerindeki tiim bipolar bulanik topolojilerin kiimesini BPFT (U) seklinde gosterecegiz.
(U, ) herhangi bulanik topolojik uzay olmak iizere asagidaki ailelerin

() ={u € [01]YX € T}, ()" = {—pz € [0,1]"[X € 7'}

Chang (Chang, 1968) anlaminda birer bulanik topoloji olduklar1 agiktir.

Onerme 3.2: (U, t*) bir bipolar bulanik topolojik uzay ve F, U’daki tiim kapali kiimelerin

ailesi olsun. Bu taktirde;
(1) Opp, 1pp € F.
(2) Her F,, F,e Ficin F,U F, € F.

(3) Her (F,-)]_E] C F igin Njg Fj € F. (Kim ve dig., 2019)

Onerme 3.3: (U, t*) bir bipolar bulanik topolojik uzay ve X € BPF(U) olsun. Eger her
Uep) € X iGN ugp € Y © X olacak sekilde Y € t* varsa 0 zaman X € t* olur.

(Kim ve dig., 2019)

Tanmm 3.4: (U, t*) bir bipolar bulanik topolojik uzay olsun. Bu taktirde,



(1) B c t", T igin bir taban (baz) olarak adlandirilir : & her X € t*, X = Oy,; Veya her

U(e,p) eX |Q|n bir Y € B vardir Oy1€ ki U(q,p) €Y c Xolur.

(2) S c t* ye t* igin bir alt taban denir < S’nin elemanlarmin biitiin sonlu arakesitleri t*

i¢in bir taban olusturur. (Kim ve dig., 2019)

Tanmm 3.5: (U, ) bipolar bulanik topolojik uzay ve X € BPF(U) olsun. Bu taktirde X’e

U(q,p) € BPFp(U) noktasmin bipolar bulanik komsulugu denir : & u(, gy € Y € t* olacak
sekilde Y € t* vardir. ucy gy noktasindaki tiim bipolar bulanik komguluklarin kiimesini

N+ (u(a,B)) ile gosterecegiz. (Kim ve dig., 2019)

Lemma 3.6: (U, ) bipolar bulanik topolojik uzay ve X € BPF(U) olsun. Bu taktirde X €
T olmast i¢in gerek ve yeter sart Y < X olacak sekilde Y € NT*(u(a,B)) vardir.
(Kim ve dig., 2019)

Onerme 3.7: (U, T) bipolar bulanik topolojik uzay olsun. Bu taktirde asagidakiler saglanar.
(1) 1pp € Ne=(uep)), ¥ Uap) € BPFp(U) Ve X € Ni-(ue,p)) ise 0 zaman ugq gy € X dir.
(2) X, Y € Ne-(ugpy) ise X NY € Ne (U py )-

()X c Y Ve X € N (ugep)) ise 0 zaman Y € No-(u(qp))-

(4) X € N (u(qp)) ise 0 zaman V vy ) € Yigin Y € Xve Y € N+ (u(y0)) olacak sekilde
Y €N (V(a,B)) vardir. (Kim ve dig., 2019)

Tanim 3.8: (U, t) bipolar bulanik topolojik uzay ve X € BPF(U) olsun. Bu taktirde X’in
bipolar bulanik kapanisi cl+(X) ile gosterilir (kisaca cl) ve U (zerinde bir bulanik kiime

olup
cl+-(X) = N{F € BPF(U)|F¢ € t*,X c F} (3.1)
ile tanimlanir. (Azhagaphan ve dig., 2016)

Sonu¢ 3.9: (U, t*) bipolar bulanik topolojik uzay ve X,Y € BPF(U) olsun. Bu taktirde

asagidakiler saglanir.
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(1) cle= (X), X bipolar bulanik kiimesini igeren en dar kapali kiimedir,
(2) X bipolar bulanik kiimesinin U lzerinde bipolar bulanik kapali olmasi i¢in gerek ve

yeter sart X = cl+(X) olmasidir.

(3) cle+(Opp) = Opp.

(@) cl (cler (X)) = el (X).

(B) cl=(XUY) =cle=(X) U cl=(Y).

(6) cl-(XNY) ccle=(X) N cle=(Y). (Azhagaphan ve dig., 2016)

Tanim 3.10: (U, t*) bipolar bulanik topolojik uzay ve X € BPF(U) olsun. Bu taktirde X’in
bipolar bulanik i¢i int+ (X) ile gosterilir (kisaca int(X)) ve U tizerinde bir bipolar bulanik

kiime olup
int-(X)=U{Y€eBPF(U)|YeT,YcX} (3.2)
ile tanimlanir. (Azhagaphan ve dig., 2016)

Sonug 3.11: (U, t*) bipolar bulanik topolojik uzay ve X, Y € BPF(U) olsun. Bu taktirde

asagidakiler saglanir.

(1) int+(X), X’in kapsadig1 en genis bipolar bulanik a¢ik kiimedir.

(2) X’in U Uzerinde bipolar bulanik agik olmasi i¢in gerek ve yeter sart int«(X) = X.
(3) X c Y ise int+(X) c int-(Y) dir.

(4) inte (inte- (X)) = inty (X).

(5) int+(X N'Y) = int+(X) N int-(Y).

(6) int+(X U Y) 2 int+(X) U int~(Y).

(7) it (X9) = (cle (X)),

(8) cl+(X€) = (inty (X))C. (Azhagaphan ve dig., 2016)

Onerme 3.12: (U, t*) bipolar bulanik topolojik uzay olsun. Bu taktirde intt*(lbp) = 1pp
dir. (Kim ve dig., 2019)
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Tanim 3.13: (X, t*) ve (Y,0*) iki bipolar bulanik topolojik uzay olsun. Eger her f~1(V)
€ 7" icin V € ¢* saglaniyorsa o zaman f: (X, ") — (Y, o*) fonksiyonuna streklidir denir.
(Kim ve dig., 2019)

Onerme 3.14: Eger f: (U,t*) — (V,0%) ve g: (V, 6*) — (W, §*) fonksiyonlar1 siirekli ise
0 zaman gof: (U, t*) — (W, §") bileske fonksiyonu da siireklidir. (Kim ve dig., 2019)

Tanim 3.15: (U, t*) ve (V, ¢*) iki bipolar bulanik topolojik uzay, f: (U, t*) — (V, o*) bir
fonksiyon ve u(,g) € BPFp(U) olsun. Her Y € N (f(u(o(,B))) = Ne(f(u) (@py) icin

f~1(Y) ENy (u(aﬁ)) oluyorsa o zaman f: (U, t*) — (V, 6*) fonksiyonu u, gy noktasinda
streklidir denir. (Kim ve dig., 2019)

Lemma 3.16: Bir f: (U, t*) — (V, o) fonksiyonu sireklidir. < f, her u(qgy € BPFp(U)
noktasinda siireklidir. (Kim ve dig., 2019)

Teorem 3.17: f: (U, t*) — (V, 6*) bir fonksiyon olsun. Bu taktirde asagidakiler denktir.
(2) f sureklidir.

(2) V°deki her bipolar bulanik kapali F kiimesi icin f~1(F), U’da kapalhdur.

(3) S, 0" icin alttabanve S € S ise f~1(S) € t*.

(4) £, her u, gy € BPFp(U) noktasinda siireklidir.

(5) Her uqgy € BPFp(U) Ve her Y € Ng«(f(u) (o)) iGin f(X) € Y olacak sekilde X €

N (u(alﬁ)) vardir.
(6) Her X € BPF(U) igin f(cl+ (X)) < clg+(£(X)).
(7) Her Y € BPF(V) igin cl+ (f71(Y)) < f1(cly+(Y)). (Kim ve dig., 2019)

Sonu¢ 3.18: Y € BPF(V) olmak uzere f: (U,t;) — (V,T3) fonksiyonu sireklidir <
f~1(int,+ (Y)) < inte (f71(Y)). (Kim ve dig.,, 2019)
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Tanmm 3.19: (U,t*) ve (V,0*) iki bipolar bulanik topolojik uzay olsun. Bu taktirde
f: (U, ™) — (V, 0*) fonksiyonuna;

(@) Her X € t icin f(X) € o* ise agiktir denir.
(b) Her F€ € t* igin f(F) € o* ise kapalidir denir. (Kim ve dig., 2019)

Onerme 3.20: f: (U,t*) — (V,0*) ve g: (V,6*) — (W, &) iki fonksiyon olsun. f ve g
agik (kapal) fonksiyonlar ise gof: (U, ) — (W, 8") bileske fonksiyonu da agiktir
(kaphdir). (Kim ve dig., 2019)

Teorem 3.21: f: (U, t*) — (V, ¢*) bir fonksiyon olsun. Bu taktirde f'nin bipolar bulanik
acik olmasi igin gerek ve yeter sart her X € BPF(U) igin f(intt*(X)) C intg- (f(X))
saglanir. (Kim ve dig., 2019)

Onerme 3.22: f: (U,t*) — (V,c*) bir bire-bir fonksiyon olsun. Bu taktirde f suirekli ise
her X € BPF(U) igin int4+(f(X)) < f(int+ (X)) saglanir. (Kim ve dig., 2019)

Sonug 3.23: f: (U, ) — (V, 0*) siirekli, birebir ve agik bir fonksiyon olsun. Bu taktirde
her X € BPF(U) igin f(int+ (X)) = int4+(f(X)) (Kim ve dig., 2019)

Teorem 3.24: f: (U, ) — (V, 0*) bir fonksiyon olsun. Bu taktirde f’nin bipolar bulanik
kapah olmasi igin gerek ve yeter sart X € BPF(U) icin clg-(f(X)) < f(cle(X)).
(Kim ve dig., 2019)

Sonug 3.25: f: (U,t*) — (V, 6*) bir fonksiyon olsun. Bu taktirde f'nin bipolar bulanik
kapali ve siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart her X € BPF(U) igin Clc*(f(X)) =
f(cle(X)). (Kim ve dig., 2019)
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4. BIPOLAR BULANIK SUPRA TOPOLOJIK UZAYLAR

Supra topolojik uzaylar Mashhour (Mashhour ve dig., 1983) tarafindan tanimlandi. Bu
bolimde bipolar bulanik kiimeler {izerine supra topoloji tanimlanacak ve agik kapali
kiimelerin temel 6zellikleri elde edilecektir. Daha sonra bipolar bulanik supra i¢ ve
kapanig kavramlar1 tanimlanacak ve ilgili baz1 teoremler ispatlanacaktir. Son olarak
bipolar bulanik topolojik uzaylarda saglanan fakat bipolar bulanik supra topolojik

uzaylarda saglanmayan i¢ ve kapanis 6zellikleri hakkinda ters 6rnekler verilecektir.
Tanim 4.1: U bostan farkl bir kiime olsun. Eger bir T € BPF(U) ailesi;
(BFSTl) Obp, 1bp ET.

sartlarin1 saglhiyorsa t’ya U Uzerinde bir bipolar bulanik supra topoloji, (U, 1) ikilisine
bipolar bulanik supra topolojik uzay denir. T’nun elemanlarina bipolar bulanik supra agik
kiime, bitlnleyeni t’ya ait olan bipolar bulanik kiimelere ise bipolar bulanik supra kapali
kiimeler denir. U Uzerindeki tiim bipolar bulanik supra topolojilerin ailesini BPFST(U) ile

gosterecegiz.

U Uzerindeki T bipolar bulanik supra topolojisine t* bipolar bulanik topolojisi ile

uyumludur denir ;& t" Cct

Bipolar bulanik supra topolojik uzayimn tanimdan her bipolar bulanik topolojik uzayn bir

bipolar bulanik supra topolojik uzay oldugu agiktir.

Uyar1 4.2: Bipolar bulanik supra topolojik uzaylarda keyfi sayida bipolar bulanik supra

acik kiimenin arakesitinin bipolar bulanik supra agik kiime olmas1 gerekmez. Ornegin
U ={u,v}, X, Y € BPF(U) ve T = {Opp, 1pp, X, Y}

olsun. Burada

X={u1,-0.1),(v,0.5 —1)}

Y ={(u,0.6,—1),(v,1,—0.5)}
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dir. Buna gore
XUY={u1,-1)(v,1,-1)}eT

olur. Fakat
XNY={u06-0.1)(,05-05}¢rt

oldugundan keyfi arakesit Ozelliginin bipolar bulanik supra topolojik uzaylarda

saglanmas1 gerekmez.

Tanim 4.3: T ve o, U Uzerinde iki bipolar bulanik supra topolojik uzay olsun. Eger t C o

ise T ya, o dan daha kabadir denir, o ya T dan daha incedir denir.

Ornek 4.4:

(1) U bostan farkh bir kiime ve t° = {Opp, 1pp} Olsun. Bu taktirde t°, U tzerinde bir
bipolar bulanik supra topolojidir. t°°a ilkel (indiscrete) bipolar bulanik supra topoloji,

(U, t°%) a indiskret bipolar bulanik supra topolojik uzay denir.

(2) U bostan farkl1 bir kiime ve ™ = BPF(U) olsun. Bu taktirde t*, U lizerinde bir bipolar
bulanik supra topolojidir. t'’e ayrik (discrete) bipolar bulanik supra topoloji, (U, t)’e

ayrik bipolar bulanik supra topolojik uzay denir.

(3) T={X € BPF(U)|X = 0y, veya X¢ sonlu} olsun. Tnun U tizerinde bir bipolar bulanik
supra topoloji oldugu agiktir. T’ya U (izerinde bipolar bulanik buttinleyeni sonlu (cofinete)

supra topoloji denir ve Cofy,,es(U) ile gosterilir.

(4) T = {X € BPF(U)|X = 0y, veya X¢ say1labilir} olsun. t, U izerinde bir bipolar
bulanik supra topolojidir. t’ya U Uzerinde bipolar bulanik biitiinleyeni sayilabilir

(cocountable) supra topoloji denir ve Cocypes (U) ile gosterilir.
(5) (U, 1) bir bipolar bulanik supra topolojik uzay olsun.

™ ={ut eV IXetdvetr ={—p; €IV|X € 1}
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aileleri EI Monsef ve Ramadan (Monsef 1987) anlaminda birer bulanik supra topolojik

uzaydir.

Teorem 4.5: <, U Uizerinde bir bipolar bulanik supra topoloji olsun.

N = {X € BPF(U)|HerY € Tt icin XNY €t} (4.1)
ailesi U tzerinde bir bipolar bulanik topolojidir ve n, € t dur.

Ispat:

()YeTise Opp NY =0y, €ETVE 1, N Y =Y € T oldugundan Oyp, 1pp € N¢

(2) X1, X, €Eny ve Y € tolsun. (X;NX;) NY € T oldugunu gostermeliyiz. X; € 1, ve
Y € toldugundan X;NY e tveX, €En,veY € toldugundan X, NY € tdur. X,NY €
T ve X; € 1, oldugundan X; N (X,N Y) € t dur. Buradan (X;N X,) NY € tolup X;, X,

€ 1. saglanir.

(3) (X]-)]_E] C 1. Ve Y € tolsun. Gostermemiz gereken U X; € 1, yani (Ug X)) NYET

dur. Herj € Jicin X; € n; olup X; N'Y € T dur. T bipolar bulanik supra topoloji oldugundan
keyfi birlesim 06zelligine sahip olup UE](X]ﬂ Y) € T olur. Buradan da UgX; €1,

saglandig1 goriiliir.

Onerme 4.6: (U, t,) ve (U, t,) iki bipolar bulanik supra topolojik uzay olsun. Bu taktirde
(U, t,N T3) bir bipolar bulanik supra topolojik uzaydir.

Uyar1 4.7: U Uzerindeki iki bipolar bulanik supra topolojinin birlesiminin U Gzerinde yine

bir bipolar bulanik supra topoloji olmasi gerekmez.

Tanim 4.8: (U, t) bir bipolar bulanik supra topolojik uzay ve X € U olsun. O zaman,

x ={XNO0|0 € 1} (4.2)
kiimesi X izerinde bir bipolar bulanik supra topolojidir. Gergekten;

(1) Opp, 1pp, € Tiken X N Opp = Opp VE X N 1, =X
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(2) ] bir indis kiimesi iken j € | icin U; € tx olsun. O zaman tx in tanimi geregi her j € |
icin U; = X N Y; olacak sekilde bir Y; € T vardir. T bir bipolar bulanik supra topoloji

oldugundan Uj¢;Y; € T dur. Buradan,
(Ui ¥j) N X = Ujei(¥; N X) = Ujey % (4.3)
olup tx in tammui geregi Uje; Z; € tx dir.

Bu sekildeki tx ailesine X bipolar bulanik kiimesi tarafindan indirgenmis bipolar bulanik

supra alt uzay toplojisi denir ve (X, tx) ikilisine bipolar bulanik supra altuzayi denir.

Teorem 4.9: F, (U, ) bipolar bulanik supra topolojik uzayindaki tiim bipolar bulanik

supra kapali kiimelerin ailesi olsun. O zaman;
(1) Opp, 1pp € F.
(2) Herj € J igin X; € F iken Njgy(X;) € F.
Ispat:
(1) Heru € U icin 0f, =0 = 0y, ve
0fp = {(u, 1 - 0f,(u), —1 — 0gp(u))|u € U}
= {(u,1,—1)|u € U}
={(u, 15, (W), 1gp(u))|u € U}
=1pp €T
oldugundan 0Oy, € F dir. Ayn1 sekilde; 1f;p (u) =1 ve 15,(u) = —1 olup,
15, = {(u,1— 1§ (W), -1 — 15, (w))|u € U}
={{(u,1—1,-1—(=1))|u € U}

={(u,0,0)|u € U}
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= {{u, 0{,(w), 05, (W)|u € U}
=0pp €T
oldugundan 1,, € F dir. Su halde 0y, 15, € F dir.
(2) Herj € J icin F; € F olsun. Bu taktirde her j € J icin F;° € T oldugundan;
UigFi“=1pp —NjgF €T
olup NgF €F dir.

Tanmm 4.10: X € BPF(U) ve (U, 1) bir bipolar bulanik supra topolojik uzay olsun. Bu
taktirde;

(1) X’in bipolar bulanik supra i¢i X’in kapsadig1 bipolar bulanik supra agik kiimelerin

birlesimi olarak tanimlanir ve int.(X) ile gosterilir. Buna gore;
int,(X) = U{0 = X|0 € 1} (4.4a)
dir.

(2) X’in bipolar bulanik supra kapamisi X'i kapsayan bipolar bulanik supra kapali

kiimelerin arakesiti olarak tanimlanir ve cl.(X) ile gosterilir. Buna gore;
cl.(X) = N{X S K|K® € 1} (4.4b)
dir.

Tanimlardan da anlasilacagi tizere int(X), X in kapsadig1 en genis bipolar bulanik supra

acik kiime ve cl(X), X'i kapsayan en dar bipolar bulanik supra kapali kiimedir.

Teorem 4.11: X, Y € BPF(U) ve (U, t) bir bipolar bulanik supra topolojik uzay olsun. Bu

taktirde asagidakiler saglanur.
(1) X bipolar bulanik supra agik (kapalr) kiimedir. < X = int(X) (X = cl.(X))

(2) X €Y ise int (X) € int.(Y).

18



3) X cYise cl.(X) < cl.(Y).

@) cdX)Uc(Y) S XUY).

(5) int,(X) U int(Y) Cint, (X U Y).
(6) int, (X NY) Cint.(X) N int (Y).
(M) cl,(XN'Y) € cl,(X) N cl,(Y).

(8) int,(1pp — X) = 1pp — cl X

(9) cle(1pp) = 1pp = int;(1pp) Ve cl(0pp) = Opp = int (0pp)-
Ispat:

(1) Eger X bipolar bulanik supra agik kiime ise U{O < X|O € t} birlesim kiimesi X ya esit
olacagmdan X = int,(X) elde edilir. Tersine X = int,(X) ise int(X) bipolar bulanik supra
acik oldugundan X de bipolar bulanik supra agik kiime olur. Bipolar bulanik supra

kapalilik kosulu da ayni1 sekilde gosterilir.

(2) X c Y olsun. Keyfi ug,g) € int(X) igin ugqgy € O € X olacak sekilde bir O € T vardur.
X cY oldugundan ugg) € 0 € X €Y olup ugyg € int(Y) dir. Su halde int (X)

int (Y) saglanr.

3) X S cl(X) ve Y € cl.(Y) oldugunu tanimdan biliyoruz. X €Y ve cl.(X) kiimesinin X
y1 kapsayan en dar bipolar bulanik supra kapali kiime oldugunu dikkate alirsak ve cl(X)
= N{X € K|K® € t} < N{Y < K[K® € 1} = cl(Y) oldugundan cl,(X) < cl.(Y) elde edilir.

4 XcXUYveY<XUYoldugundan cl.(X) € cl.(X) U cl.(Y) ve cl.(Y) S cl,(X) U
cl.(Y) dir. Buradan cl.(X) U cl.(Y) € cl.(X U Y) elde edilir.

()X XUYveY <€ X UY oldugundan (2) den int,(X) c int, (XU Y) ve int (Y) €
int (X U Y) dir. Buradan int.(X) U int (Y) € int (X U Y) elde edilir.

6)XNY<SXveXNY CYoldugundan (2) denint, (X NY) Sint (X) ve int,(XNY) <
int.(Y) dir. Buradan da int,(X N Y) € int.(X) N int.(Y) elde edilir.
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(MXNYcSXveXNYCY oldugundan cl.(XNY) € cl(X) ve cl,(XNY) S cl.(Y)
olup cl.(XNY) € cl.(X) N cl(Y) elde eilir.

(8) intt(lbp — X) = U{K°|K, X de bipolar bulanik supra kapali ve K¢ € X¢ } = Tpp —
cl X

(9) Opp Ve 1p, kiimeleri hem bipolar bulanik supra agik hem de bipolar bulanik supra

kapali kiimeler olduklarindan bipolar bulanik supra i¢i ve kapanislar1 kendilerine esittir.
Uyar1 4.12: Bipolar bulanik topolojik uzaylarda,
int,(XNY) =int.(X) N int (Y) ve cl.(X) U cl(Y) =cl, (XU Y)

esitlikleri saglanir. Fakat bipolar bulamik supra topolojik uzaylarda bu esitlikler

saglanmak zorunda degildir.

Ornek 4.13: U = {u, v} ve T = {0y, 1pp, X, Y} 0lsun. Burada,

X ={(u,1,-0.4),(v,0.3,—1)},

Y = {(u,0.7,-1),(v,1,—0.7)}

dir. Bu taktirde X¢ = {{u, 0, —0.6), (v, 0.7,0)} ve Y¢ = {(u, 0.3,0), (v, 0,—0.3)} olup
¢ = {0pp, 1pp, XS, Y} dir. € = {(u,0,—0.5),(v,0.1,0)}, D = {(u, 0.2,0), (v, 0,—0.2)}
bipolar bulanik kiimelerini ele alalim. Bu taktirde,

CUD = {(u,0.2,-0.5),(v,0.1,—0.2)}

olur.

C € 1y, X oldugundan cl (D) = 1,, N X = {{u, 0,—0.6), (v, 0.7,0}},

D € 1y, Y oldugundan cl (E) = 1,, N Y¢ = {{u,0.3,0),(v, 0, —0.3)}

ve

cl.(C) U cl(D) = {{u,0.3,—0.6),(v, 0.7, —0.3)}
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dir. Buradan,

CUD E 1y, oldugundan cl (D U E) = 1p, = {{u, 1, —1),{v, 1, —1)}
olup cl.(C U D) # cl.(C) U cl.(D) dir.

Ornek 4.14: U = {u, v} ve T = {Opp, 1pp, W, T} olsun. Burada,

W = {{u,1,—-0.2),(v,0.3,—0.1)},

T = {(u,0.7,-1),(v,1,-0.7)}

dir. Simdi,

G={(u,1,-0.3),(v,0.4,—1)},

H={(u,0.8,—1),(v,1,—0.9)}

bipolar bulanik kiimelerini ele alalim. Bu taktirde,

G N H={(u,0.8,—0.3),(v,0.4,—0.9)}

olur.

Opp, W E G oldugundan int,(G) = 0y, UW = {(u, 1, -0.2),(v, 0.3, —1)},
Opp, T € H oldugundan int(H) = 0p, U T = {(u, 0.7, —1),{v, 1,—0.7)}
ve

int.(G) N int.(H) = {{(u, 0.7,-0.2), (v, 0.3, —0.1)}

dir. Ayrica,

Opp € G N H oldugundan int,(G N H) = {(u, 0,0),(v,0,0)} = Oy,

olup int.(G N H) # int.(G) N int.(H) dir.

Tanim 4.15: Bir B ¢ BPF(U) ailesi t bipolar bulanik supra topolojisi igin bir tabandir :&

B c 1t Ve T, B’nin bazi elemanlarmin birlesimidir.
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Tanmm 4.16: (U, T) bir bipolar bulanik supra topolojik uzay olsun. Eger bir § ¢ BPF(U)
ailesinin tiim elemanlarinin sonlu arakesitleri t i¢in bir taban oluyorsa S ailesine t igin

bir alt taban denir.

Teorem4.17: § € BPF(U) ve Oy, 1pp, € S olsun. Bu takdirde asagida tamimlanan t ailesi

U tizerinde bir bipolar bulanik supra topoloji belirler.

T= {UjE] (nkEA]-(X)j,k) |(X)j,k € 5} (4.5)
Burada ] keyfi ve A; sonlu birer indis ailesidir.

Ispat: Tanim 4.15 ve Tanim 4.16 dan agiktir.
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5. BIPOLAR BULANIK SUPRA TOPOLOJIK UZAYLARDA SUREKLILIK

Bu bélimde bipolar bulanik supra siirekli ve bipolar bulanik supra S* siirekli doniisiimler
tanimlanacak, bipolar bulanik supra agik ve kapali dondsiimlerin bu tiir siirekli

doniistimler altindaki 6zellikleri incelenecek.

Tanmm 5.1: (U, ©) ve (V, o) iki bipolar bulanik supra topolojik uzay, t* c T ve o* c o ve
f: (U, ©) — (V, 0) bir fonksiyon olsun. Bu taktirde;

(1) fye, S* bipolar bulanik supra sirekli fonksiyon denir. :< (V,6*) bipolar bulanik
topolojik uzayimndaki her bipolar bulanik agik kiimenin f altindaki ters gortntiisii (U, 1)’

da bipolar bulanik supra agiktir.

(2) Her X € T icin f(X) € o ise f’ye, S* bipolar bulanik supra a¢ik fonksiyon denir.

(3) Y€ € 1 bipolar bulanik kapali kiime olmak tizere (f(Y))c € o ise f’ye, S* bipolar

bulanik supra kapali fonksiyon denir.

Tanim 5.2: (U, t) ve (V, o) iki bipolar bulanik supra topolojik uzay ve f: (U, t) — (V,0)

bir fonksiyon olsun. Bu taktirde;

(1) Her X € o icin f~1(X) € T ise f’ye bipolar bulanik supra sirekli fonksiyon denir. Buna

gore f: (U,t) — (V, o) fonksiyonu bipolar bulanik supra streklidir :<= f~1(o) c T dir.
(2) Her X € Ticin f(X) € o ise f’ye, bipolar bulanik supra agik fonksiyon denir.

(3) Y, U’da bipolar bulanik supra kapal kiime olmak {izere f(Y), V’de bipolar bulanik

supra kapali kiime ise f’ye, bipolar bulanik supra kapali fonksiyon denir.

Uyar1 5.3: Tanim 4.2’den anlasildigi tizere her S* bipolar bulanik supra surekli fonksiyon

bir bipolar bulanik supra strekli fonksiyondur.

Teorem 5.4: (U, t) ve (V,0*) iki bipolar bulanik topolojik uzay, T ct ve ¢* c o ve

f: (U, ™) — (V, o*) bir fonksiyon olsun. Bu taktirde asagidakiler denktir.

(2) £, S* bipolar bulanik supra streklidir.
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(2) (V, ¢*) daki her Y bipolar bulanik kapali kiimesi igin (f‘l(Y))C € tdur.

(3) (V,6*) daki her Y bipolar bulanik kiimesi icin cl,(f~*(Y)) < f*(cl,-(Y)).
(4) (U, ) daki her X bipolar bulanik kiimesi igin f(cl,(X)) < clg-(f(X)).

(5) (V,6*) daki her Y bipolar bulanik kiimesi icin = (inty+(Y)) € int(f~2(Y)).
Ispat:

(1) = (2) £, S* bipolar bulanik supra surekli ve Y€ € o* olsun. f, S* bipolar bulanik supra
siirekli oldugundan f‘l(lbp - Y) = 1pp — {71 (Y) € tdur. Buradan f~*(Y) nin (U, 1) da

kapali oldugu goriiliir.

(2) > (3) Her Y € o icin cls-(Y) kiimesi bipolar bulanik kapali kiime oldugundan
f~1(cls+(Y)) kiimesi T da bipolar bulanik supra kapalidir. Buradan da,

Y<clz+(Y)

£ (clo (V) =l (F(clo (1)) 3 ele(F71(Y))

olup cl,(F-1(Y)) € £~2(cly-(Y)) elde edilir.

(3) = (4) f(X) =Y olsun. O zaman cl.(f~*(Y)) < f~*(cl,-(Y)) olup buradan da,
£ (o (F0)) ) 2 el (£7(CX)) ) 2 el (Y)

ve

clo- (F(X)) 2 f(f-1 (clo- (f(X)))) 2 f(cl.(X))

olup f(cl,(X)) € cly+(f(X)) dur.

(4) = (2) Y, (V,0*) da bipolar bulanik kapah kiime ve X = f~1(Y) olsun. O zaman,
f(cl(X)) € el (fX0) € el (F(F1(N) ) € el (V) = ¥

ve
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el (%) € £ (£(cl(X))) € £1(V) =X

dir. Bir bipolar bulanik supra kiimenin bipolar bulanik supra kapanisi her zaman kiimeyi
kapsadigindan dolayi cl,(X) = X olup X bipolar bulanik supra kapali bir kiime dolayisiyla
f=1(Y), U da bipolar bulanik supra kapal kiimedir.

(2) = (1) Y, V de bipolar bulanik agik kiime olsun. O zaman 1,, — Y kiimesi bipolar
bulantk kapali kiimedir. O zaman f=*(1,, — Y) = 1, — £71(Y), U de bipolar bulanik
supra kapali kiime olup f=1(Y), U de bipolar bulanik supra agik kiimedir. Bu durumda f,

S* bipolar bulanik supra streklidir.

(1) = (5) Y € 0" olsun. O zaman f, S* bipolar bulanik supra siirekli oldugundan

f~1(int4+(Y)) € T dir. Fakat f~(int,-(Y)) bipolar bulanik supra agik kiime oldugundan
bipolar bulanik supra i¢i kendisine esittir, yani f ~1 (intc* (Y)) =int, (f‘1 (inta* (Y))) dir.

int;+(Y) € Y oldugundan;
£~ (inte- (V) = int, (£ (intg+(¥))) € int(F71(Y))
olup f~(int4+(Y)) € int (f~1(Y)) dir.

(5) = (1) Y € o* olsun. Bu taktirde f~*(ints+(Y)) = f~2(Y) < int(f"*(Y)) dir. Bu
durumda f~1(Y) = int.(f~1(Y)) € T olup f, S* bipolar bulanik supra siireklidir.

Teorem 5.5: (U, ™) ve (V, ¢*) iki bipolar bulanik topolojik uzay, T c T ve ¢* c o olsun.

Bu taktirde f: (U, t*) — (V, 6*) fonksiyonu i¢gin asagidakiler denktir.
(1) f: (U, t) — (V, 0) fonksiyonu bipolar bulanik supra sureklidir.

(2) (V, o) daki her bipolar bulanik supra kapali kiimenin f altindaki ters goruntisi (U, T)
da bipolar bulanik supra kapalidir.

(3) V deki her Y bipolar bulanik kiimesi igin;

cl(f72(Y)) € 1 (clx (V) € £ (clg(YV)).
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(4) U daki her X bipolar bulanik kiimesi igin
f(cl:(X)) € clo (f(X)) € el (FX)).

(5) V deki her Y bipolar bulanik kiimesi i¢in;
int,(f~2(Y)) 2 f~*(int,(Y)) 2 f~*(int,-(Y)).
Ispat:

1) = (@ f: (U,t) — (V,0) fonksiyonu bipolar bulanik supra stirekli olsun. Y¢ € o
alalim. Bu taktirde f~1(Y®) = f‘l(lbp — Y) = 1pp — f71(Y) € Tolur. Buradan f~*(Y),

(U, 1) da bipolar bulanik supra kapali oldugu goriiliir.
(2) = Q) {Y cK|K® € 6* c 6} c{Y c L|L® € 6} olup,
cs(Y)=N{Y c K|K € 6} c N{Y c L |LF € 0"} = clx(Y)

dir. Buradan cl(Y) < clg+(Y) ve £~ (cls(Y)) € £71(cl+(Y)) elde edilir. Diger taraftan
cl;(Y) bipolar bulanik supra kapali kiime oldugundan f ~*(cl(Y)) de t da bipolar bulanik
supra kapalidir. Bu taktirde;

Ycclg(Y)

f~1(cls(V)) = cl; (f‘l(ch(Y))) 5 d(f"(Y)
Olup cl(f~1(Y)) < f~*(cl4(Y)) dir. Sonugta,

cl(f72(Y)) € £ 1 (cls(V)) € £ (clg= (V)
elde edilir.

(3) = (4) f(X) = Y olsun. cl;(f(X)) < clg+(f(X)) oldugunu biliyoruz.

(V) € el (F71(£X))) < £ (clo (X))

ve
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f(cl (X)) € f(f—1 (clc(f(X))» c o1, (fX))

olup f(cl,(X)) € cls(f(X)) < cly+ (F(X)) saglanr.

(4) = (2)Y, (V,0) da bipolar bulanik kapal kiime ve X = f~1(Y) olsun. O zaman,

f(cl(X)) € s (f(X)) < cl (F(F1 (1)) € (V) = Y

ve

ol (X) € £ (f(cle(X)) ) € F1(Y) =X

dir. Bir bipolar bulanik supra kiimenin bipolar bulanik supra kapanisi her zaman kiimeyi
kapsadigindan dolayi cl.(X) = X olup X bipolar bulanik supra kapali bir kiime dolayisiyla
f=1(Y), U da bipolar bulanik supra kapal kiimedir.

(2) = (1) Y, V de bipolar bulanik supra agik kiime olsun. O zaman 1,, — Y kiimesi bipolar

bulantk supra kapali kiimedir. O zaman f=1(1p, — Y) = 1, — f71(Y), X de bipolar
bulanik supra kapali kiime olup f~1(Y), U da bipolar bulanik supra agik kiimedir. Bu

durumda f, bipolar bulanik supra sureklidir.

(1) = (5) Y € o olsun. O zaman f, bipolar bulanik supra siirekli oldugundan f~1 (int(, (Y))
€ T dir. Fakat f~1 (int(y (Y)) bipolar bulanik supra ag¢ik kiime oldugunudan bipolar bulanik

supra ici kendisine esittir, yani;
£~ (int, (V) = int, (£ (int,(Y)))

dir. int,(Y) € Y oldugundan;

£~ (into (V) = int, (£~ (inte (V) ) € int(F71(V))
olup f=*(int4(Y)) € int,(f~*(Y)) dir. Diger taraftan,

int+(Y)=U{0OcY|0€eo*}cU{OcY|O € o* co}=inty(Y)
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oldugundan f~*(int4+(Y)) € f~*(int,(Y)) dir. Sonug olarak,
int,(f~1(Y)) 2 f(int4(Y)) 2 f(int,(Y))
saglanir.

(5) = (1) Y € o olsun. O zaman f~*(int(Y)) = f~1(Y) € int(f"*(Y)) dir. Bu taktirde
f=1(Y) = int(f~2(Y)) € T olup f, bipolar bulanik supra stireklidir.

Teorem 5.6: f: (U, ) — (V, o) bir bipolar bulanik supra stirekli fonksiyon ve g: (V,0) —
(W, 8) bir S* bipolar bulanik supra stirekli fonksiyon olsun. Bu taktirde gof: (U,t) —
(W, 8), S* bipolar bulanik supra stireklidir.

Ispat: Z € 8* c § alalim. G, S* bipolar bulanik siirekli oldugundan g=*(Z) € o dur. f
bipolar bulanik supra siirekli oldugundan f~*(g=(Z)) = (gof)~*(Z) € T olup gof: (U, )
—> (Z, 8) bipolar bulanik supra streklidir.

Teorem 5.7: f: (U,t) — (V,0) ve g: (V,0) — (W, &) birer bipolar bulanik supra sirekli
(bipolar bulanik supra agik) fonksiyon olsun. Bu taktirde gof: (U, t) — (W, ) bipolar

bulanik supra sireklidir (bipolar bulanik supra agiktir).

Ispat: Z € § alalim. g bipolar bulanik siirekli oldugundan, g=*(Z) € o dur. f bipolar bulanik
supra sirekli oldugundan f=*(g=1(2)) = (gof)~*(Z) € T olup gof : (X,T) — (Z,8)

bipolar bulanik supra streklidir.

Teorem 5.8: f: (U,t) — (V,0) ve g: (U,6) — (W, 6) birer S* bipolar bulanik supra
stirekli fonksiyon olsun. Bu taktirde gof: (U,t) — (W, 8) bileske fonksiyonu bipolar

bulanik supra streklidir.

Ispat: f ve g birer S* bipolar bulanik supra siirekli fonksiyon olduklarindan aslinda bipolar
bulanik supra stirekli fonksiyonlardir. Bu taktirde Teorem 4.8 geregi gof : (X, 1) — (Z, 8)
bileske fonksiyonu bipolar bulanik supra streklidir.
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Uyar1 5.9:

@ f: (U,1) — (V,0) ve g: (V,6) — (W,8) birer S* bipolar bulanik supra sirekli
fonksiyon olsun. Bu taktirde gof: (U, t) — (W, 8) bileske fonksiyonu S* bipolar bulanik

supra siirekli olmak zorunda degildir. Ornegin asagidaki diyagrami ve tablolar: ele alirsak

Tablo 5.1. U kiimesi tizerindeki bipolar bulanik ve bipolar bulanik supra topolojiler

U= {u1; V1}

T = {Obp' 1bp'X1* }

X,* = {(uy,0.5,—0.4), (v;, 0.6,—0.7)}

T = {Opp, Lpp, X1, Y1}

X, = {{uy,1,-0.5),(v4,0.7, 1)}

Y, = {{uy,0.5,—0.4),{v;, 0.6, —0.7)}

Tablo 5.2. V kiimesi lizerindeki bipolar bulanik ve bipolar bulanik supra topolojiler

V = {u21 VZ}

o' = {Obp' Tops Xz*}

X, ={{u,,0.2,—0.3),(v,, 0.3, —0.6)}

6 = {Opp, 1pp, X2, Yo}

XZ = {<u2I 0'2I _0-3); (Vz, 0'31 _0'6)}

Y, = {(u,,1,—-0.4),(v,,0.5,—1)}
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Tablo 5.3. W kiimesi iizerindeki bipolar bulanik ve bipolar bulanik supra topolojiler

W = {u, v3}

6" = {Obp' 1bp'X3*}

X3* = {<U3, 04, —05), <V3, 02, _08)}

8 = {Opp, Lpp, X3, Ya}

X3 = {(u3,0.5,—1),{v3,1,—-0.9)}

Y, = {(us, 1, —0.6), (v3,0.3, —1)}

(Ut S1)

» (V,0" Co)

gof

v
(W, 6" € 6)

Sekil 5.1. gof bileske fonksiyonunun diyagrami
ve f(uy) = uy, f(vy) = v,, g(u,) = ug, g(v,) = v olarak tanimlandiginda
(80D~ (%5") = { (1 (gof) (uy), 1z, (gof) (uy) ), (1sf,- (80N (), - (g0H (V1) )}
= {1 (), 1z, (W), (1 (v, i, (v) )
={(0.4,-0.5),(0.2,-0.8)} ¢
oldugu goriiliir.

(b) Verilen 6rnekte g bipolar bulanik supra siirekli olarak tanimlanirsa gof bileske

fonksiyonu bipolar bulanik supra strekli olmayabilir.
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Tanmm 5.10: (U, 1) ve (V, o) iki bipolar bulanik supra topolojik uzay ve X € BPF(U), Y
€ BPF(V) olsun. Bu taktirde X ve Y bipolar bulanik kiimelerin ¢arpimi U X V {zerinde

bir bipolar bulanik kiime olup,

Xx Y= {{(uv), (it (W A g W), (x (W) V iy (0))): (w,v) € U x V} (5.1)

bigiminde tanimlanir. U X V ¢arpim kiimesi lizerinde bir bipolar bulanik supra topoloji
tanimlayabiliriz. U XV ¢arpim kiimesi {izerindeki bipolar bulanik supra topoloji
asagidaki izdlisiim fonksiyonlarmi siirekli kilan en kaba bipolar bulanik supra topoloji

olarak tanimlanur.

p1:UXV—>U,p;(uv) =uve p,;UxV—>V,p,(uv)=v
Bu izdiisiim fonksiyonlar1 G € T igin;

P (E) (W, v) = pg(pr(u,v)) = pg (u) ve

P (1) (u,v) = g (p1 (u, ) = g (w)

olup

pr " (G) = {{(u, v), n¢ (w), ug (W)} = G X 1y,
dir. Ayni1 sekilde her H € o igin

pz () = {{(u, v), i (W), p (M)} = 1p, X H
Baylelikle

{6 x 14p, |G € 1} U {11, x H[H € 0}

kiimesi, U x V iizerinde tanimlanmis & ¢arpim topolojisi i¢in bir tabandir t ve o iKi bipolar
bulanik supra topoloji oldugundan {G X 1pr|G € T} ve {1pr X H|H € 0} aileleri keyfi

birlesim 6zelligine sahiptir. Bu taktirde & topolojisi

8 ={(G x 1pp, ) U(Lbp, X H)|G € T H € 0 } seklindedi.
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6. BIPOLAR BULANIK SUPRA TOPOLOJIK UZAYLARDA KOMSULUK
YAPILARI

6.1. Bipolar Bulanmik Supra Komsuluk

Tanim 6.1.1: (U, t) bir bipolar bulanik supra topolojik uzay, ucg) € BPFp(U) ve X €
BPF(U) olsun. Bu taktirde u,gy € Y € X olacak sekilde bir Y € t varsa X’e, u,g) bipolar
bulanik noktasmin bipolar bulanik supra komsuluu denir. ucg) bipolar bulamk
noktasinin tiim bipolar bulanik supra komsuluklarinin ailesi bipolar bulanik supra

komsuluk sistemi olarak adlandirilir ve NT(u(a,B)) ile gosterilir.
Ornek 6.1.2: U = {u, v} olmak uizere;

T={0pp, 1pp, X, Y, Z}

ve

X ={(u,0.5,—-0.5),(v,0.7,—-0.3)},

Y = {{(u, 0.6, —0.8),(v,0.9,—0.7)},

Z ={(u,0.3,—-0.4),(v,0.4,—0.1)}

olsun. Her bipolar bulanik nokta 6zel bir bipolar bulanik kiime ifade ettiginden asagidaki

iki bipolar bulanik kiimeyi iki bipolar bulanik nokta olarak ele alabiliriz.

U(ep) = ({u, 0.8,—0.6)} Ve u(ye) = {{u,0.4,—0.45)}

olarak ele alalim. Bu taktirde,

Uep) E Y S 1pp Ve Ugy ) EX S Y OIUP 1, € Ne(Ugep)) VE Y € N (ugy,0)) saglanir.
Ornek 6.1.3: T = {0y, 1pp, X, Y} ve U = [0, 7] olsun. Burada her u € U igin

X = {{u, p (W), px (W)H)u € U} ve Y = {{u, py (w), py (w)|u € U}

olmak tizere liyelik fonksiyonlari,
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Tablo 6.1. t lizerindeki agik kiimelerin pozitif Uyelik dereceleri

sinu

ux (W) ==

sinu
2

px (w) = —

py (u) = cos(u — g) uy (u) = é(u — E)Z - 0.9

2

olarak verilsin. Bu fonksiyonlarin verilen araliktaki grafikleri yardimiyla da

1
091 \ —u; Fonksiyonu )
— 08 X
& —u; Fonksiyonu
0.7 -
8 === 1* Fonksiyonu
X 0.6 )
L = 0" Fonksiyonu
(=) 05F
(= TR U . ,
d |
0.3 ! B
Py !
=Ny i
|
0.1 : il
1
0 ]
| | [ L ] | | |
72
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= i, Fonksiyonu
=1~ Fonksiyonu
I == 0" Fonksiyonu 1
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Sekil 6.2. T lizerindeki agik kiimelerin negatif iiyelik dereceleri
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X € Y oldugu goriilebilir. Verilen t ailesinin bipolar bulanik supra topoloji oldugu

boylece agiktir. Bu taktirde u = T/, icin,

Tablo 6.2. X ve Y kiimelerinin 7/2 noktasindaki tiyelik dereceleri

ut(™/,) =0.5= 0.4 ux (™/,) = —0.5 < —0.2

uy (™/,) =1=04 uy (™/,) =—0.9 < —-0.2

olup (“/2)(0-4’_0-2) € X, Y dir. Ayni zamanda (“/2) € X €Y ve X € toldugundan

(0.4,—0.2)

YEN((V2) ., ) elde edilir

Teorem 6.1.4: (U.t) bir bipolar bulanik supra topolojik uzay ve X € BPF(U) olsun. Bu
taktirde X, bir bipolar bulanik supra a¢ik kiimedir ancak ve ancak X igerdigi her bipolar

bulanik noktanin bipolar bulanik supra komsulugudur.

Ispat: X bir bipolar bulanik supra a¢ik kiime ve U(q,p) € X Olsun. Bu taktirde Y = X olarak

alirsak ucy gy € X < X saglandigindan X, uy gy nin bipolar bulanik supra komgulugu olur.

Tersine X, igerdigi biitiin bipolar bulanik noktalarin bir bipolar bulanik supra komsulugu

olsun. Bu taktirde her u, g) € X igin uc, gy € Yj € X olacak sekilde bir Y; € T vardir. Z =
Uje Yj olarak alalim. Bipolar bulanik supra topolojik uzaym tanimindan Z bipolar bulanik
supra agik kiimedir. Her j € ] i¢in Y; € X oldugundan Z € X dir. Diger taraftan X in her
bipolar bulanik noktas1 Y; ye ait oldugundan aym zamanda Z ye de ait olup X < Z dir.

Sonug olarak X = Z elde ederiz ki bu da X in bipolar bulanik supra agik kiime oldugunu

soyler.

Teorem 6.1.5: (U. ) bir bipolar bulanik supra topolojik uzay, X,Y € BPF(U) ve u(yg),

€ BPFp(U) olsun. Bu taktirde Nr(u(a,g)) ailesi asagidaki 6zelliklere sahiptir.
1. Her U(q,B) |(;|n N‘c(u(a,ﬁ)) * 0.

2.X€ Nt(u(als)) ise U(q,B) € X.
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3.X<SYveX €N (ugp)iseY €N (ugg).

4.X € Ny (u(q,p) olsun. Bu taktirde dyle bir Y € N.(u,p)) vardir ki her v(y ) € Y icin Y

cXwveYe N‘E(V(y,e)) dir.
Ispat:

1. ugqp) € 1pp Olsun. 1y, bipolar bulanik supra agik kiime oldugundan igerdigi her bipolar

bulanik noktanin bipolar bulanik supra komsulugu olup N, (u(a,B)) * 0.

2.X€ Nt(u(a,s)) olsun. Bu taktirde ucgy € Y € X olacak sekilde bir Y € T vardir. Buna

gore u(eg) € X dir.

3.XCYveXE€E NT(u(a,B)) olsun. Bu taktirde ug) € Z S X olacak sekilde bir Z € t

vardir. X €Y oldugundan ug gy € Z S X S Y oldugu goriiliir. Buna gore Y € N, (u(a,ﬁ))
dir.

4.X € Ny (u(ep)) keyfi verilsin. Bu taktirde ug, gy € Y S X olacak sekilde bir Y € t vardur.

Ayrica Y € T oldugundan Teorem 6.1.4 gere@i her v(, 9) €Y i¢in Y € NT(V(Y,Q)) saglanir.

Teorem 6.1.4 ve Teorem 6.1.5 teoremlerini ispatladiktan sonra bipolar bulanik supra
komsuluklarin aileleri yardimiyla bipolar bulanik supra topoloji tretilmesi hususunu ele

alacagiz.

Teorem 6.1.6: N(u(a,B)) ailesini, ucyg) bipolar bulanik noktasinin Teorem 6.1.5°deki
dzellikleri haiz bir aile olarak ele alalim. Bu taktirde N(u(qg)) ailesi U kiimesi tizerinde

bir tek t bipolar bulanik supra topolojisi belirler 8yle ki, N (u(qg)) = N(u(ep))-

Ispat: T = {X |X € N(u(aﬁ)) Ve Ucyg) € X} oldugunu kabul edelim. Oncelikle T’nun U

izerinde bir bipolar bulanik supra topoloji oldugunu gosterelim.

Opp higbir bipolar bulanik nokta igermediginden Op, € T oldugu agiktir. Ayrica U
lizerinde tanimli biitlin bipolar bulanik noktalarin komsulugu olan bir bipolar bulanik

supra komsuluk kiimesi mevcuttur ki bu da 1y, olup 1, € .
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{X;[i €1} € T ve X = UjgX; olsun. Bger 3 j €] icin ug,p) € X; ise Teorem 2.2.5 (2)
geregi uep) € Ujg X; dir. X; € N(u(gp)) Ve X; € X oldugundan X = Uje; Xj € N(uep))

ve buradan Uj¢; X; € T elde edilir.

Ispatin geri kalan kismi icin T’nun bir ve yalniz bir bipolar bulanik supra komsuluk

tarafindan tretildigini yani N(u(a,s)) = NT(u(a,B)) oldugunu gostermeliyiz.

Keyfi X € N, (u(a’s)) iGin u¢e gy € Y € X olacak sekilde bir Y € T vardir. u,g) € YVeY
€ T oldugundan Teorem 6.1.4 geregi Y € N(u(a,ﬁ)) dir. Buradan Teorem 6.1.5.(3)’e gore
X€e N(U(a’s)) Olup N‘t(u(o{,ﬁ)) - N(U(a‘3)> elde ederiz.

Tersi icin ise X € N(u(qp)) keyfi verilsin. Bu taktirde Teorem 6.1.5.(4) geregi dyle bir Y
€ N(u(als)) vardir ki her v, g) EYiCinY S XVeY € N(V(Y,e)) saglanir. Her v(, 9y €Y
icinY € N(V(yle)) oldugundan Teorem 6.1.4 geregi Y € T dur. O halde Y bipolar bulanik
supra agik kiimesi Uy gy noktasmin bir komsulugudur yani Y € N (u(a,ﬁ)) saglanir. Y €
X oldugundan Teorem 6.1.5.(3) geregi X € Nt(u(a,ﬁ)) olup N(u(a‘ﬁ)) c Nt(u(a,ﬁ)) elde

edilir. Sonug olarak N(ueg)) = N¢(up)) dir ve ispat tamamlanr.

Teorem 6.1.7: (U.1) ve (V. o) iki bipolar bulanik supra topolojik uzay, ug) € BPFp(U)
ve f: (X, 1) — (Y, 0) bir fonksiyon olsun. Bu taktirde asagidakiler denktir.

1. f bipolar bulanik supra stirekli fonksiyondur.
2.HerY e NG (f(u(oc,ﬁ))) |(;|n f_l(Y) € N‘E(u((x,ﬁ))'

3. Her ugeg € BPFp(U) Ve Y € N (F(ugyp)) icin f(X) € Y olacak sekilde bir X €
\ (u(a,B)) vardir.
1spat:

(1=2) Oncelikle f: (X, ) — (Y, o) fonksiyonunun bipolar bulanik supra siirekli oldugunu
kabul edelim ve u(qgy € BPFp(U) olsun. Y € N, (f(u(a'ﬁ))) alalim, buna gore f(u(alﬁ))

€ BPFp(F) ve F C Y olacak sekilde bir F € o vardir. f bipolar bulanik supra stirekli
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oldugundan f~1(F) € t olup u(gg) € f~*(F) ve f~1(F) c f~1(Y) dir. Boylece f~1(Y) €

N, (u(a’g)) saglanir.

(2=3) Y € N, (f(u(a’s))) alalim. Hipotezden f=2(Y) € N.(u(q,p)) dir. X = f71(Y) olarak

secersek f(X) = f(f~1(Y)) € Y oldugu goriiliir.

(3=1) Bu 6nermeyi ispatlamak icin her Y € o icin f~1(Y) € T oldugunu gosterecegiz.
U(e,p) € f71(Y) olarak alirsak f(u(a,B)) € Y dir ve boylece Y € o icin Y € N, (f(u(a_ﬁ))).

Hipotezden f(X) € Y olacak sekilde bir X € N;(u(qg)) vardir. Buna gore X c f=1(f(X))
c f=1(Y) dir. Nihayet her X € N;(u(qg)) icin X < £71(Y) olup boylelikle f=(Y) € T dur.

6.2. Bipolar Bulamik Supra Q-Komsuluk

g-Gakigimsilik ve Q-komsuluk kavrami ilk olarak Ming (Ming ve dig., 1980) tarafindan
tanimlanmistir. Bu boliimde bu tanim bipolar bulanik kiimelere genisletilip bu sayede

bipolar bulanik topolojik uzaylar i¢in Q-komsuluk yapis1 incelenecektir.
Tanim 6.2.1:

1. X, Y € BPF(U) olsun. Bu taktirde X ile Y g-¢akisimsidir denir ancak ve ancak en az bir
u € U icin,

py (W) + py (u) > 1 ve px (w) + py (u) < -1
esitsizlikleri saglanir. Bu durum XqY ile gosterilir.

2. U(q,p) € BPFp(U) bipolar bulanik noktas: X bipolar bulanik kiimesi ile g-¢akisimsidir

denir ancak ve ancak.

o+ pg(u) >1ve B+ px(u) < -1

esitsizlikleri saglanir. Bu durum u . g)gX ile gosterilir, aksi hal ise u, g)gX ile ifade edilir.
Ornek 6.2.2: U = {u, v} ve

X ={(u,0.9,-0.8),(v,0.8,—0.7)},
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Y ={(v,0.2,—-0.3),(v,0.3,—0.4)},
olsun. Her u € U igin, pg () + py (u) > 1 ve pyg (u) + pg (u) < —1 olup XqY.
Onerme 6.2.3: X, Y € BPF(U) ve u € U olsun. Bu taktirde asagidakiler saglanir.
1. uge)q0pp-
2. U(g,)q1lpp-
3. XqY = YqgX.
4. ugeg) € X S ugep)dX-.
5. U, qX & U(qp) € X“.
6.X CY & XqY°©.
7.XqY=XNY # Opp.
8. XgX°©.
9. XqY & u(qg)qY olacak sekilde bir uc, gy € X vardir.
10. u(e ) € X <& Her uqp) i6IN ugee)gX dir.
11. XS Y = u(e,p)gX i¢in ugee)qY saglanir.
1spat:
1., 2. ve 3 tamimdan agiktir.
4 up EX e px(w) = ave px(u) <B
S Wxeye(U) * a Ve pyeye(u) » B
S U(q,) X"

5. UepadX & a+ux(u) > 1ve f+ px(u) < -1
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Sa>1-—pf(w)vep<—1—px(u)
S U € X©.
6. X €Y olsun. Buna gore her u € U igin p3 (u) < pf (u) ve px (u) = pg (u) dir. Buradan,
pg (W) + pye () = p (W) + 1 — pg (w)
<pg(w) +1—pg(u)
=1
olup py (u) + u§c (u) <1 dir. Ayrica,
px (W) + pye(u) = px(w) = 1 — py(w)
> py(w) — 1 — py(uw)
=—1
olup px (u) + pyc(u) = -1 dir,
Son esitsizliklere gore XqY€ elde edilir. Ispatin tersi de ayni sekilde kolayca gosterilebilir.
7. XqY = p(w) + pg(u) > 1 ve px (w) + py (u) < -1
= g (W), py (u) # 0 ve px (), py(u) # 0
= (W) A pg () # 0 ve pxg (W) v pg () # 0
= XNY # Opp.
8. ux (u) + pxe(w) = px(w) + 1 —pg(u) =1 ve
ux (W) + pyge(u) = px(w) =1 —px(w) = - 1.

olup XgX¢ dir.
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9. XqY Ve ug € X olsun. Bu taktirde px (u) + py(u) > 1 ve py(u) + py(u) < -1

saglanir.

o = px (u) ve B = px (u) olarak alinirsa istenen elde edilir. Boylelikle u,g)qY dir.

Tersine u(q,g) € X Ve U(qp)qY oldugunu kabul edelim. uq gy € X oldugundan a < py (u)

ve B = px (u) dir. Boylelikle

(W) +py (W) = o+ pg(u) > 1 ve py () + py (W) < B+ py(u) < -1

olup XqY dir.

10. u(ep) € X & a < pye(w) ve B = pyc(u)
Sasl-pi(u)vef= -1 - px(u)
Sa+pp(u) <1veB+px(u) =-1
@u(a,B)QX

11. X € Y Ve u(qp)qX olsun. Buna gore o+ px (u) > 1 ve f+ px(u) < —1dir. XY

oldugundan

a+py () = a+pg(u) > 1ve B+ py(w) < B+ px(u) < -1
esitsizlikleri saglandigindan uq g)qY dir.

Onerme 6.2.4: Her j € ] icin X; € BPF(U) olsun. Bu taktirde
L ugepa(Njg X;) < herj €] icin ugg)q(X;) dir.

2. u(a,B)q(UjE] Xj) & 3 €] dyle Kiug)gX;.

1spat:

L. ugpq(NjgX;) olsun. O halde a + Ayjg u)’gj (u) > 1 ve B + Vg u;gj(u) < -1

esitsizlikleri saglanir. Her j €] icin u;gj (W = Ag M;Ej (u) ve u;(j(u) < Vijg u;gj(u)
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oldugundan

o+ u§2}.(u) >a+ Ag F‘>+<,- (u) >1olup a+ u;zj(u) >1

ve

B+ nxg, (W < B + Vi ux,(w) <=1 olup B + px, (w) < -1

dir. Boylelikle her j € J igin u¢,gyq(X;) dir. Tersine,

Uepd(Xj) Vi€ =a+ pt, (W >1ve B+ px (W <—1,Vj€E]
= a+ Ag u§2]_ (W) > 1ve B+ Vg Hx, (W) < -1
= Uapa(NierX;)

2.0 a(Ujg X)) © uep € (Uig X))

S up € Nig(X)’
S uep € (X)) 3j€]J
S Uep)dXj, 3j €]

Tanim 6.2.5: (U,t) bipolar bulanik supra topolojik uzay, u.g € BPFp(U) ve X €
BPF(U) olsun. Bu taktirde X’e, u(g) bipolar bulanik noktasmimn Q komsulugu denir :<
Uce,p)qY Ve Y C X olacak sekilde bir Y € T vardir. ucy,gy bipolar bulanik noktasmin tiim Q

komsuluklarinin ailesi Q. (u(a,ﬁ)) ile gosterilir.

Ornek 6.2.6: U ={u,v}vet = {Obp, 1bp,X} olarak alalim. Burada;
X ={(u,1,-0.6),(v,0.7,—1)}

dir. Simdi U Uzerinde.

u((X,B) = {(u, 04, —05)}
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seklinde tanimlanan bipolar bulanik noktasimni alalim. Buna gére u(q gyqX ve X € 1y, olup

Lpp € Qe(u(ap)) dir.

Uyar1 6.2.7: Bir bipolar bulanik noktanin q-komsulugu noktay: igermeyebilir. Ornegin
T= {Obp, 1pp, X, Y} olarak alalim. Burada;

X ={(u,0.7.-0.3),(v,0.5,—0.4)}, Y = {{u, 0.6, —0.1), (v, 0.4, —0.1)}

olup tnun U iizerinde bir bipolar bulanik supra topoloji oldugu agiktir. Simdi ucqg) =
{(u,0.5,—0.95)} bipolar bulank noktasim alalim. Bu taktirde u(,g)qY ve Y € X dir ve
boylece X € Q.(uy,p) elde edilir. Fakat, a = 0.5 < 0.7 = p(u) ve p = —0.95 * —0.3
= px (u) olup u(y gy & X dir.

Teorem 6.2.8: (U.t) bir bipolar bulanik supra topolojik uzay ve Q(ucp)), keyfi ugp

bipolar bulanik noktasinin Q komsuluklarmin ailesi olsun. Bu taktirde asagidakiler

saglanir.

1. 1bp € Q‘t(u(a,B)) veX € QT(u(a'B)) ise u(a,s)qX dir.
2.YSXveYe Q‘r(u(o(,B)) ise X € QT(u((x,B)) dir.

3. Keyfi X € Q. (ucqp)) Verilsin. Bu taktirde dyle bir Y € Q.(uq,p)) vardir ki her v, 6)qY
icin Y S X ve Y € Q.(vye) dir.

1spat:

1 1pp € Qt(u(a,ﬁ)) oldugunu gdstermek icin keyfi uc, gy € BPFp(U) bipolar bulanik
noktasi i¢in U, )qY Ve Y € 1y, olacak sekilde bir Y € T bulmaliyiz. Y := 1, olarak
alirsak sonucu elde ederiz. Tersine X € Qr(u(aﬁ)) olsun. Bu taktirde ucgqY ve Y € X

olacak sekilde bir Y € T vardir. Boylelikle
a+pg(u) =a+ pg(u) >1veB+pg (W) <p+pyu) <-1

olup uyg)gX dir.
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2.YSXveYE€ Qt(u(a’s)) olsun. Bu taktirde u,g)qZ ve Z €Y olacak sekilde bir Z € T

vardir. Y € X oldugundan Z € X ve boylelikle X € Q‘t(u(a,B)) dir.

3.X€ Qt(u(a,g)) olsun. Bu taktirde uc,gyqY ve Y < X olacak sekilde bir Y € T vardir. Y
:= X olarak secersek Y € Q.(u(qp)) elde ederiz. Suhalde Y € X ve Y € Q.(u(qp)) elde
ederiz. Tekrardan Y € t oldugundan Y, g-¢akisims1 oldugu her bipolar bulanik noktanin

bir Q komsulugudur. Simdi v(, yqY olarak alirsak Y € QT(V(%G)) elde ederiz.

Teorem 6.2.9: Q(u(a’s)), U(qg) bipolar bulanik noktasinin Teorem 6.2.8”deki sartlari haiz
bir aile olsun. Bu taktirde U tzerinde dyle bir t bipolar bulanik supra topolojisi vardir ki

Qt(u(a,ﬁ))1 U(qg) Noktasmin T topolojisine gore komguluklarmin ailesi olmak {izere

Q(u(als)) ile Qt(u(a,s)) aileleri ¢akisir.

Ispat: T = {X|X € Q(u(a,s)) ve u(a,B)qX} U {Obp} ailesini tanimlayalim. Oncelikle bu
ailenin U Uzerinde bir bipolar bulanik supra topoloji oldugunu géstermeliyiz. T’nun

tanimindan Oy, € T ve Teorem 6.2.8’den 1, € T oldugu gortiliir. {Xj|j € ]} C t olsun.
Oncelikle her j € J icin X; € T oldugundan X; € Q(u(qp)) Ve upya(X;) dir. Bu taktirde
her j € ] i¢cin X; € T iken u(a,g)q(Xj) Ve X; € Ujey Xj saglandigindan Uje; X € Qt(u(a,ﬁ))
saglanir. Ayricaherj € Jveu € Uicgin, 1 < a + u;g]_ (W) < a+ Vg u;gj(u) ve—1>B+
Mx, (W) =B + Aig ux; (u) saglandigindan u(a,g)q(U]-E] X]-) elde edilir. Su halde Uj¢; X; €

tolur. Simdi Q(u(ep)) = Qc(u(ep)) oldugunu gosterelim.

X € Qr(u(a,s)) verilsin. Bu taktirde uggyqY ve Y € X olacak sekilde bir Y € T vardir.
Teorem 6.2.8’¢ gore Y € Q(u(qp)) Ve boylece Teorem 6.2.3. (10) geregi X € Q(u(qp))

olur. Sonug olarak Q(ug)) S Q(u(ep) elde edilir.

Tersiicin X € Q(u(aﬁ)) alalim. Bu taktirde Teorem 6.2.8. (3) geregi O0yle bir Y € Q(u(aﬁ))
vardir ki her v, gyqY icin Y S X ve Y € Q(V(Y'e)). Ayrica Y € Q(u(aﬁ)) oldugundan
U(e,p)qY dir ve boylelikle Y € T olur. Sonug olarak Y € T 0lup ue,p)qY Ve X € Q(ugep))

dir. Bu ise Q(u(aﬁ)) c Qr(u(aﬁ)) oldugunu ve dolayistyla Q(u(aﬁ)) = Q‘t(u((x,B))

esitligini elde ettigimizi gosterir.
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7. BIPOLAR BULANIK SUPRA TOPOLOJIK UZAYLARDA KOMPAKTLIK

Bu kisimda bipolar bulanik supra acik 6rtiim ve bu sayede bipolar bulanik supra kompakt
topolojik uzay tanmm verilerek temel bazi sonuclar edilecek. Akabinde bu sekildeki
uzaylar arasinda tanimlanan siirekli doniisiimlerin yapisi incelenek. Daha sonra U X V
gibi bir ¢arpim kiimesi lizerinde izdiisiim fonksiyonlar1 vasitasiyla bipolar bulanik supra
topoloji tanimlanacak, bu sekildeki ¢arpim uzay1 i¢in bir 6rtiim tanimlanacak ve son

olarak kompaktlik yapist incelenecektir.
Tanim 7.1:

1. (U, ) bir bipolar bulanik supra topolojik uzay ve,

Xliel}= {<u, i, (W), g, (w) |1' € I} (7.1)
ailesi U Uzerindeki bipolar bulanik supra ag¢ik kiimelerin bir ailesi olsun.

Eger UjgX; = 1pp saglaniyorsa bu sekildeki {X;|j € J} ailesine U kiimesinin bipolar
bulanik supra agik ortiimii denir. Bu tanima gore Ve iy, (u) = 1 ve Ay bix; (w) =-1

saglanir.

2. {X;lj € J} ailesi U kiimesinin bir bipolar bulanik supra ag¢ik ortiimii olsun. Bu taktirde

{X;|j € 1} ailesinin sonlu bir alt ailesine bipolar bulanik supra sonlu alt drtiim denir.

3.F={Klie]}= {(u, i, (W), g, () |j EJuce U} ailesi U tizerindeki bipolar bulanik

supra kapali kiimelerin bir ailesi olsun. Bu taktirde;

{(u, uﬁja (w), Mg, () |cx =12,..,n,u€ U} (7.2)
alt ailesi,
Naor {( ik, (), g, (W)} # 0y (7.3)

kosulunu saglarsa bu sekildeki F ailesine sonlu arakesit 6zelligine sahiptir denir.
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Tanmm 7.2: (U, t) bir bipolar bulanik supra topolojik uzay olsun. Bu taktirde U nun her
bipolar bulanik supra agik ortiimiiniin sonlu bir alt 6rtiimii varsa (U, T) ya bipolar bulanik

supra kompakt topolojik uzay denir.

Teorem 7.3: (U, 1) bipolar bulanik supra kompakt topolojik uzaydir < Her bipolar

bulanik supra kapali kiimeler ailesi sonlu arakesit 6zelligine sahiptir.

Ispat: (=)(U, 1) bipolar bulanik supra kompakt topolojik uzay ve A := {X,|a € A}, U
nun sonlu arakesit 6zelligine sahip bipolar bulanik supra kapali kiimelerinin bir ailesi
olsun. Bu taktirde Nyep X = Opp 0lUP 1pp = (0pp)¢ = (NaenrXa)® = Uaen(Xo)©

Boylelikle {X,},ca ailesi U kimesinin bipolar bulanik supra agik ortiimii olur.

Hipotezden bu bipolar bulanik supra agik alt ailenin sonlu bir bipolar bulanik alt ortimu

C
vardir 8yle ki 3 oy, ta,...0n, 1, = UL, ((Xa].) ) dir. Bu taktirde,

C

Ovp = (1bp)* =( 1!1=1((X°‘1)C)) = Nj=1 Xq,

dir. Bu ise A ailesinin sonlu arakesit 6zelligine sahip olmasiyla ¢elisir. Yani Ngep Xy #

Obp-

(<) Kabul edelim ki U kiimesi bipolar bulanik supra kompakt olmasin. Bu durumda U
kiimesinin bir A := {X,|a € A} bipolar bulanik supra a¢ik 6rtiimii vardir dyle ki A nin
hi¢ bir sonlu alt 6rtimd U’nun bipolar bulanik supra ortiimii degildir. Bu taktirde her

oy, Op,...00 € AIGIN 1, # U;;lxa]. olup,
C - C -
Opp = (1pp)© # (U;;lxa].) dir ve buradan Nj, ((Xa].) ) # Opp dir.

C
Baylelikle {(Xa].) |a € A}, sonlu arakesit 6zelligine sahip bipolar bulanik supra kapali

ktmelerin ailesidir. 1y, = Ugep Xq saglandigindan,
n(xEA((X(x)C) = (UO(EA X(x)c = 0bp

dir. Bu ise hipotez ile gelisir ve dolayisiyla U bipolar bulanik supra kompakttir.
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Teorem 7.4: (U, t) ve (V, o) iki bipolar bulanik supra topolojik uzay ve f: (U,t) — (V,0)
bir érten ve bipolar bulanik supra sirekli fonksiyon olsun. Bu taktirde (U, t) bipolar
bulanik supra kompakt topoloij uzay ise (V,o) da bipolar bulanik supra kompakt

topolojik uzaydir.

Ispat: A, V’nin bir bipolar bulanik supra agik ortiimii olsun. Bu taktirde f siirekli
oldugundan B = {f~1(Y)|X € A} kimesi, U’nun bir bipolar bulanik supra agik

értimidur. (U, T) bipolar bulanik supra kompakt oldugundan B,

{F71 (YD, 71 (Ya), o 71 (YD

seklinde bir sonlu alt 6rtiime sahiptir. f orten oldugundan {Y;,Y,, ..., Y,} kiimesi A nin

sonlu bir alt értimd olup (V, o) bipolar bulanik supra kompakt topolojik uzaydir.

Tanmm 7.5: (U, T) bir bipolar bulanik supra topolojik uzay ve X € BPF(U) olmak (zere
(X, t%) bipolar bulanik supra alt uzay olsun. U kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir B
ailesi, elemanlarmm birlesimi X kimesini igeriyor ise X in bipolar bulanik supra

ortimadar denir.

Teorem 7.6: (U, 1) ve (V, o) iki bipolar bulanik supra topolojik uzay ve f: (U, 1) — (V,0)
bipolar bulanik supra sirekli fonksiyon olsun. Bu taktirde X, (U, T)’da bir bipolar bulanik
supra kompakt kiime ise f(X), (V, o) da bipolar bulanik supra kompakttir.

Ispat: Agiktir.

Teorem 7.7: (U, 1) bir bipolar bulanik supra kompakt topolojik uzay ve X, lzerinde
bulanik supra kapali kiime olsun. Bu taktirde (X, tyx) bir bipolar bulanik supra kompakt

topolojik uzaydir.

Ispat: Kabul edelim ki hipotez saglansin ve A, X in U lizerindeki bipolar bulanik supra
acik kiimelerden olusan acgik Ortiimii olsun. X bipolar bulanik supra kapali kiime
oldugundan X¢ bipolar bulanik supra agik kiimedir. Eger X kiimesine A ailesini eklersek
U kiimesinin B = A U X bigiminde bir bipolar bulanik supra a¢ik 6rtiimiinii elde ederiz.
Bu B ailesinin baz1 sonlu alt aileleri X i¢in bir bipolar bulanik supra ortiimdiir. Eger bu

alt ortimler X¢ kimesini igeriyorsa X¢ kiimesini bu ortiimden c¢ikarabiliriz. Diger
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durumlarda alt aileyi oldugu gibi alalim. Bu sekildeki aile A nin sonlu bir alt ailesi olup

X i¢in bir bipolar bulanik supra értimddir.

Teorem 7.8: (U,t) ve (V, o) iki bipolar bulanik supra topolojik uzay ve (U x V,8) bu
bipolar bulanik supra topolojik uzaylarm ¢arpimlari olsun. Bu taktirde (U X V,8) bir
bipolar bulanik supra kompakt topolojik uzaydir ancak ve ancak (U, T) ve (V,o) birer

bipolar bulanik supra kompakt topolojik uzaydir.
Ispat:
(=) p1 Ve p, izdiisiim fonksiyonlar1 bipolar bulanik supra siirekli olduklarindan agiktir.

(<) (U, 1) ve (V, 0) iki bipolar bulanik supra kompakt topolojik uzay olsun. Bu taktirde
U ve V kiimelerinin sirasiyla {G;:j € J} ve {H;:j € J} seklinde iki bipolar bulanik supra
acik ortimunden bahsedebiliriz. Buna gore

Vig HE]- (W) =1, Ajg Mg, (W) = —1ve Vg Hﬁj ) =1, Ag M, (v) =-1.
esitlikleri saglanir. Boylelikle,

A = {(Gj X 1pp ) U (Tpp, X Hj) :j €]}

kiimesi U x V nin bir bipolar bulanik supra agik 6rtiimiidiir. Burada,

Gj = {(u, ug]_ (v), Mg, (u):u € U} € tve H; = {(v, uﬁj (v), M, (v)):veV}eo

dir. U x V nin bipolar bulanik supra kompakt oldugunu gosterebilmek igin bu sekildeki
A Ortimin sonlu bir alt drtiime sahip oldugunu gostermeliyiz. U ve V bipolar bulanik
supra kompakt olduklarindan {G;:j € J} ve {H;:j € ]} értumlerinin sonlu alt orttimleri

mevcuttur. Bu taktirde ] sonlu bir J* altkiimesi igin,

Vigr g (w) = 1, Ajeye g, (W) = —1 ve Vi i, (v) = 1, Ajepe p, (V) = -1
olup

A’nmn {(G; X 1pr)U(1bpU X Hj) :j €] }alt ailesi U X V igin bir bipolar bulanmk supra

ortumddr. Sonug olarak U x V bipolar bulanik supra kompakttir.
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8. SONUCLAR VE ONERILER

Bipolar bulanik kiimeler vasitasiyla bipolar bulanik supra topoloji tanimlanmis ve bu

sekildeki uzaylarin agik ve kapali kiimelerinin 6zellikleri incelenmistir.

Bipolar bulanik supra topolojik uzaylar arasinda bazi siirekli fonksiyonlarin tanimi
verilmis ve temel sonuglari elde edilmistir. Bu sekildeki siirekli fonksiyonlarin

bileskelerinin stireklilikleri incelenmis ve bazi ters drnekler verilmistir.

Klasik komsuluk ve Q-komsuluk yapilar1 ve bu sayede bipolar bulanik supra topoloji

iiretme konular1 ele alinmistir.

Son olarak bipolar bulanik supra 6rtim ve kompaktlik tanimlarinin sonuglari elde edilip
bu sekildeki uzaylar arasinda tanimlanan bulanik doniistimlerin yapilar1 incelenmistir.
Kartezyen carpim kiimesi lizerine bipolar bulanik topoloji tanimlanip kompaktlik konusu

incelenmistir.

Bunun yani sira bipolar bulanik supra topolojik uzaylarin aywrma aksiyomlari ve

baglantililik gibi konular1 ele alinabilir.

48



KAYNAKLAR

Abd El-Latif, M. E. (2019). Some Properties of Fuzzy Supra Soft Topological Spaces.
European Journal of Pure and Applied Mathematics, 12 (3), 999-1017.

Abd EI-Monsef, M. E., Ramadan, A. E. (1987). On Fuzzy Supra Topological Spaces.
Indian J. Pure Appl. Math., 18 (4), 322-329.

Anitha, M. S., Muruganantha, K. L., Arjunan K. (2013). Notes on Bipolar Valued Fuzzy
Subgroups of a Group. The Bulletin of Society for Mathematical Services and
Standards, 7, 40-45.

Al-Shami, T. M., Shafei, M. E. (2019). On Supra Topological Ordered Spaces. Arab
Journal of Basic and Applied Science, 26 (1), 433-445.

Al-Shami, T. M., Shafei, M. E. (2019). Two Types of Separation Axioms on Supra Soft
Topological Spaces. Demonstratio Mathematica, 52, 147-165.

Al-Shami, T. M. (2016). Some Results Related to Supra Topological Spaces. Journal of
Advanced Studies in Topology, 7 (4), 283-294.

Atanassov, K. T. (1986). Intuitionistic Fuzzy Sets. Fuzzy Sets and Systems, 20, 87-96.
Azhagappan, M., Kamaraj, M. (2016). Notes on Bipolar Valued Fuzzy RW-Closed and
Bipolar Valued Fuzzy RW-Open Sets in Bipolar VValued Fuzzy Topological Spaces.

International Journal of Mathematical Archive, 7 (3), 30-36.

Chang, C. L. (1968). Fuzzy Topological Spaces. Journal of Mathematical Analysis and
Applications, 24, 182-190.

Jayaparthasaraty, G., Little Flower, V. F., Arockia Dasan, M. (2019). Neutrosophic Supra
Topological Applications in Data Mining Process. Neutrosophic Sets and Systems,
27, 80-97.

Kim, J., Samanta, S. K., Lim, P. K., Lee, J. G., Hur, K. (2019). Bipolar Fuzzy Topological
Spaces. Annals of Fuzzy Mathematics and Informatics, 17 (3), 205-229.

Lee, K. M. (2000). Bipolar-valued Fuzzy Sets and Their Basic Applications. Proc. Int.
Conf. On Intelligent Technologies, Bangok, Thailand, 307-312.

Lee, K. M. (2004). Comparison of Interval-Valued Fuzzy Sets, Intuitionistic Fuzzy Sets,
and Bipolarvalued Fuzzy Sets. J. Fuzzy Logic Intelligent Systems, 14 (2), 125-129.

Lowen, R. (1976). Fuzzy Topological Spaces and Fuzzy Compactness. Journal of
Mathematical Analysis and Applications, 56, 621-633.

Maji, P. K., Biswas, R., Roy, A. R. (2001). Fuzzy Soft Sets. J. Fuzzy Math., 9 (3), 589—
602.

49



Mashhour, A. S., Allam, A. A., Mahmoud, F. S., Khedr, F. H. (1983). On
Supratopological Spaces. Indian J. Pure and Appl. Math., 14 (4), 502-510.

Ming, P. P., Ming, L. Y. (1980). Fuzzy Topology. I. Neighborhood Structure of a Fuzzy
Point and Moore-Smith Convergence*. Journal of Mathematical Analysis and
Applications, 76, 571-599.

Munkres, J. (2014). Topology (2" ed.). Pearson Education Limited: Malaysia.

Palaniappan, N. (2002). Fuzzy Topology, Narosa Publications: India.

Pazar Varol, B., Aygiinoglu, A., Aygin, H. (2014). Neighborhood Structures of Fuzzy
Soft Topological Spaces. Journal of Intelligent & Fuzzy Systems, 27, 2127-2135.

Pazar Varol, B., (2021). An Approach to Bipolar Fuzzy Submodules. TWMS J. App. and
Eng. Math., 11 (1), 168-175.

Preevana S., Kamaraj, Dr. M. (2018). On Bipolar Valued Fuzzy Sets and Their
Operations. Asian Journal of Science and Technology, 9 (9), 8557-8564.

Ray C. R., Dey, S. (2021) Relation of Quasi-Coincidence For Neutrosophic Sets.
Neutrosophic Sets and Systems, 46 (28), 402-415.

Srivastava, M., Sinha, P. (2015). Supra Fuzzy Topological Space and Hausdorfness.
International Journal of Mathematical Archive, 6 (8), 81-85.

Subbian, S. P., Kamaraj, M. (2018). Bipolar-Valued Fuzzy Ideals of Ring and Bipolar-
Valued Fuzzy Ideal Extensions in Subrings. International Journal of Mathematics
Trends and Technology, 61 (3), 155-163.

Turanli, N. (2003). An Overview of Intuitionistic Fuzzy Supra Topological Spaces.
Hacettepe Journal of Mathematics and Statistics, 8, 17-26.

Zadeh, L. (1965). Fuzzy sets. Information and Control, 8, 338-353.

Zadeh, L. (1975). The Concept of a Linguistic Variable and Its Application to
Approximate Reasoning-I. Inform. Sci., 8, 199-249.

Zhang, W-R. (1998). Bipolar fuzzy sets. Proc. of IEEE, 835-840.

Zhang, W-R. (1994). Bipolar Fuzzy Sets and Relations: a Computational Framework for
Cognitive Modeling and Multiagent Decision Analysis. Proc. of IEEE, 305-3009.

50



KISISEL YAYIN VE ESERLER

Malkog, H., Pazar Varol, B. (2021). Bipolar Fuzzy Supra Topology. 4" International E-
Conference on Mathematical Advances and Applications, 26-29 Mayis.

Malkog, H., Pazar Varol, B. (2021). Neighborhood Structures of Bipolar Fuzzy Supra
Topological Spaces, 1% International Lotfi A. Zadeh Conference Fuzzy Logic and
Application. 15-17 Aralik.

Malkog, H., Pazar Varol, B. (2022). Bipolar Fuzzy Supra Topological Spaces. Sakarya
University Journal of Science. 26 (1), 155-167.

51



OZGECMIS

[Ik, orta ve lise 6grenimini Kocaeli’de tamamladi. 2014 yilinda Akdeniz Universitesi Fen
Fakiiltesi Matematik boliimiine basladi. 2015 yilinda yatay gecis ile Kocaeli Universitesi
Fen Fakiiltesi Matematik boliimiine geg¢is yaptl. 2019 yilinda mezun oldu. Aym yil
Kocaeli Universistesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim dalinda Yiiksek

Lisans programia baslad1.

52



	ETİK BEYAN VE ARAŞTIRMA FONU DESTEĞİ
	YAYIMLAMA VE FİKRİ MÜLKİYET HAKLARI
	ÖNSÖZ VE TEŞEKKÜR
	İÇİNDEKİLER
	ŞEKİLLER DİZİNİ
	SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ
	ÖZET
	ABSTRACT
	1. GİRİŞ
	2. BİPOLAR BULANIK KÜMELER
	2.1. Bipolar Bulanık Kümeler
	2.2. Bipolar Bulanık Nokta ve Özellikleri

	3. BİPOLAR BULANIK TOPOLOJİK UZAYLAR
	4. BİPOLAR BULANIK SUPRA TOPOLOJİK UZAYLAR
	5. BİPOLAR BULANIK SUPRA TOPOLOJİK UZAYLARDA SÜREKLİLİK
	6. BİPOLAR BULANIK SUPRA TOPOLOJİK UZAYLARDA KOMŞULUK YAPILARI
	6.1. Bipolar Bulanık Supra Komşuluk
	6.2. Bipolar Bulanık Supra Q-Komşuluk

	7. BİPOLAR BULANIK SUPRA TOPOLOJİK UZAYLARDA KOMPAKTLIK
	8. SONUÇLAR VE ÖNERİLER
	KAYNAKLAR
	KİŞİSEL YAYIN VE ESERLER
	ÖZGEÇMİŞ

